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Krzysztof Diks

Wstep

Drodzy uczestnicy I etapu XIX Olimpiady Informatyczne;j,

Przekazujemy Wam opisy rozwiazan wzorcowych zadan, z ktérymi zmierzyliscie
si¢ podczas I etapu. Prawie 900 ucznioéw nie przestraszylo si¢ naszej propozycji zadan
i wszystkim nalezg sie stowa uznania. Wybierajac zadania na I etap, zawsze staramy
sie, zeby byly one interesujace, w zestawie znalazly sie propozycje zaréwno dla po-
czatkujacych, jak i zaawansowanych, oraz zeby rozwigzanie kazdego zadania sprawiato
satysfakcje i czego$ uczylo.

StaraliSmy sie doceni¢ wysiltek jak najwiekszej liczby oséb i dlatego do II etapu
zostalo zakwalifikowanych ponad 400 uczniéw. Macie jeszcze dwa miesiace, zeby przy-
gotowad sie do II etapu. Zachecam do intensywnej pracy. Pomoze Wam w tym portal
main.edu.pl, na ktérym znajdziecie zadania z wielu konkurséw programistycznych,
w tym z minionych edycji Olimpiady. Swoje rozwiazania w portalu mozecie testowac
na biezaco. Korzystajcie tez intensywnie z forum Systemu Internetowego Olimpiady,
na ktérym mozecie zadawaé pytania dotyczace rozwiazan i dzieli¢ si¢ swoimi doswiad-
czeniami w rozwigzywaniu zadan. To jest najlepszy sposéb nauki.

Powyzsze stowa kieruje tez do wszystkich, ktérzy w tym roku nie zakwalifikowali
sie do kolejnych etapow Olimpiady. Nie rezygnujcie z dalszej nauki algorytmiki i pro-
gramowania. To, czego nauczycie sie teraz, przyda Wam sie nie tylko w konkursach
informatycznych, lecz takze w przyszlym zyciu zawodowym. Umiejetnosci rozwia-
zywania probleméw algorytmicznych i programowania zdobywane w Olimpiadzie sg
niezwykle cenione przez najbardziej wymagajacych i atrakcyjnych pracodawcéw na
rynku informatycznym. Pamietajcie o tym, ze warto uczy¢ sie fundamentéow informa-
tyki, do ktorych naleza algorytmika i programowanie, a nie tylko narzedzi, ktére nie
dozyja wieku, w ktérym bedziecie podejmowaé wyzwania zawodowe.

Zycze wszystkim dalszych sukceséw i satysfakeji z wielu godzin przygotowan.

Krzysztof Diks
Przewodniczqgcy Komitetu Giownego Olimpiady Informatycznej
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Tre$é zadania, Opracowanie Program
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Festyn

W' Bajtogrodzie trwa festyn charytatywny, a Ty jestes jedng z kwestujgcych oséb. Omineto
Cie pare atrakcji, w tym bieg z przeszkodami. Bajtazar, milo$nik zagadek logicznych, obiecal
przekazac spory datek, jezeli rozwigiesz jego zagadke.

Nie znasz dokladnych wynikéw wyscigu. Bajtazar zdradzil Ci jednak cze$é informacji na ich
temat, a teraz pyta Cie, ile maksymalnie réznych wynikow w wyscigu moglo mieé miejsce. Dwaj
uczestnicy magjg rozne wyniki, jesli nie przybiegli do mety w tym samym czasie. Dowiedziale$
sie, ze kazdy uczestnik wyscigu uzyskal czas bedgcy calkowitq liczbg sekund. Poznales rowniez
zwiqzki pomiedzy wynikami niektdrych par biegaczy. Bajtazar podal Ci czesé z tych par biegaczy
(A, B), dla ktérych wynik A byl dokladnie o jedng sekunde lepszy niz wynik B, oraz cze$é
z tych par biegaczy (C, D), dla ktérych wynik C byl co najmniej tak samo dobry jak wynik D.
Napisz program, ktory pomoze Ci znaleZé rozwigzanie zagadki Bajtazara.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera trzy liczby calkowite nieujemne n, my, mo
(2 <n<600,1<mg+me< 100000), pooddzielane pojedynczymi odstepami, oznaczajgce
odpowiednio: liczbe biegaczy, liczbe poznanych par biegaczy pierwszego typu (A, B) oraz liczbe
poznanych par biegaczy drugiego typu (C, D). Biegacze sq ponumerowani od 1 do n.

W kolejnych m1 wierszach podane sq pary biegaczy pierwszego typu, po jednej parze w wier-
szu — i-ty z tych wierszy zawiera dwie liczby a; i b;, a; # by, oddzielone pojedynczym odstepem,
oznaczajgce, zZe biegacz a; mial wynik dokladnie o jedng sekunde lepszy niz biegacz b;.

W kolejnych ma wierszach podane sq¢ pary biegaczy drugiego typu, po jednej parze w wierszu
— -ty z tych wierszy zawiera dwie liczby ¢; i d;, ¢; # d;, oddzielone pojedynczym odstepem,
oznaczajgce, ze biegacz c; mial wynik nie gorszy niz biegacz d;.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia Twdj program powinien wypisac jedng
liczbe calkowitg réwng maksymalnej liczbie réznych wynikow czasowych, jakie mogli osiggnac
biegacze przy zatoZeniu podanych kryteriow.

Jesli nie istnieje kolejnosé zawodnikéw spelniajgca ograniczenia Bajtazara, wyjscie po-
winno skladaé sie z jednego wiersza zawierajgcego stowo NIE” (bez cudzystowdw).

W testach wartych przynajmniej 15% punktéw zachodzi dodatkowe ograniczenie n < 10.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
4 2 2 3

12

34

14

31

Wyjasnienie do przyktadu: Bieg mdgl zakonczyé sie na dwa sposoby:
1. pierwszy jest biegacz nr 3, na drugim miejscu sq ex aequo biegacze nr 1 i 4, a ostatni
jest biegacz nr 2;
2. na pierwszym miejscu sq¢ ex aequo biegacze nr 14 3, a na drugim ex aequo biegacze nr
21 4.

W pierwszej z powyzszych mozliwosci mamy najwiecej réznych wynikéw czasowych, tzn. trzy.

Rozwigzanie

Analiza problemu

W zadaniu rozwazamy n zmiennych catkowitych ¢1,%q,...,%,, oznaczajacych czasy
dotarcia na mete kolejnych uczestnikéw biegu. Pomiedzy niektérymi z tych zmiennych
znane sg pewne zaleznosci postaci:

1. to+1=1
2. t. < tyg

Przez wartosciowanie ¢ zmiennych t¢; bedziemy rozumieli dowolne przypisanie im
wartosci catkowitych, ktore zachowuje podane ograniczenia. Mocg warto$ciowania
bedziemy nazywali liczbe réznych warto$ci przypisanych przez to warto$ciowanie.
W zadaniu mamy znalez¢é maksymalna moc wartoSciowania lub stwierdzié, ze zadne
wartoéciowanie nie istnieje.

Mozemy nieco uprosci¢ sformutowanie zadania przez sprowadzenie dwéch typéw
zaleznoéci do jednego, w ktérym x; i y; oznaczaja zmienne, a k; jest stala:

i + ki <y
Nazwijmy nieréwnosci tej postaci normalnymi.
Kazda zaleznosé pierwszego typu mozemy zakodowaé jako dwie nieréwnosci nor-

malne:
to +1

ty — 1
a kazda zaleznosé drugiego typu jako:

te +0 < tg.
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Graf nieréwnosci

Rozwazmy graf G = (V, E), w ktérym wierzchotkami sa zmienne ¢;, za$ krawedzie
reprezentuja nieréwnosci normalne. Kazdej nieréwnoéci z; + k; < y; odpowiada kra-
wedZ e; z wierzcholka z; do wierzchotka y; o wadze w(e;) = k;. Graf ten jest tylko
nieco inng reprezentacja uktadu nieréwnosci normalnych i dalej bedziemy traktowali
te reprezentacje zamiennie.

Niech p = (v1,v2,...,0,) € V™ bedzie dowolng $ciezkg w grafie nieréwno-
§ci. Oznaczmy kolejne krawedzie na tej Sciezce nastepujaco: e; = (v;,v;41) dla
1 =1,2,...,m — 1. Laczac odpowiadajace im nieréwnosci w sekwencje, mozemy wy-

wnioskowaé, ze:
v) vy —wl(er) <vs—wler) —wle) < ... < vy —wler) — ... —wlem—1), (1)

co znaczy, ze kazde wartoSciowanie ¢ musi spetniaé¢ zaleznos$é ¢(v1) + w(p) < p(vm),
gdzie w(p) = Z?;l w(e;) jest waga Sciezki p.

Widzac to, dla kazdej pary wierzchotkéw u,v € V od razu chcialoby sie zna-
lez¢ najdtuzsza Sciezke z u do v, gdyz ona dalaby najsilniejsza zaleznos¢ sposérdéd
wszystkich $ciezek z u do v. Niestety, moga zdarzy¢ sie takie wierzchotki u,v, dla
ktérych nie istnieje zadna Sciezka z u do v. Co wiecej, moze sie zdarzy¢, ze z pewnego
wierzcholka do pewnego innego prowadza $ciezki dowolnie duzej dtugosci. Prawdo-
podobnie w wigkszosci grafow, ktére widzieliSmy w zyciu, dlugosé Sciezki pomiedzy
danymi dwoma wierzcholkami byta nieograniczona od géry (zakladajac mozliwo$é od-
wiedzania wierzcholkéw wielokrotnie). Tutaj sytuacja moze by¢ inna, bo w przypadku
rozwazanego grafu wagi krawedzi czesto beda ujemne. Niemniej jednak zawsze moga
sie w nim zdarzy¢ $ciezki o nieograniczonej dtugosci.

Aby latwiej ogarnaé te wszystkie przypadki, zajmijmy sie najpierw ostatnim. Co
by znaczyto istnienie dowolnie dlugich Sciezek z pewnego wierzchotka u do pewnego
wierzchotka v? Ot6z jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy graf G zawiera cykl
o dodatniej wadze. Jesli tak jest, to przemierzajac taki cykl dowolnie wiele razy,
mozemy otrzymaé¢ dowolnie dluga Sciezke. Z drugiej strony, jesli graf nie zawieralby
cyklu o dodatniej wadze, to z kazdej Sciezki mozna by usunaé wszystkie cykle, nie
zmniejszajac jej dhugodci, i wtedy otrzymaliby$my $ciezke przemierzajaca co najwyzej
|V'| wierzchotkéw. Jednak $ciezki o ograniczonej liczbie wierzchotkéw maja tez ograni-
czong dtugosé, bo wagi pojedynczych krawedzi sa ograniczone. Stad brak dodatniego
cyklu oznaczalby, ze wszystkie $ciezki w tym grafie maja dlugosci ograniczone z gory.

No dobrze. Co w takim razie zrobi¢, jesli graf G zawiera dodatni cykl? Odpowiedz
jest bardzo prosta: wypisa¢ ,NIE”. Wezmy bowiem dowolny taki cykl p i dowolny
wierzcholek v na tym cyklu. W podobny sposéb, jak wyzej, mozemy wywnioskowad,
ze kazde warto$ciowanie ¢ musi spelnié¢ zaleznoéé p(v) +w(p) < ¢(v), czyli w(p) < 0,
co jest sprzeczne z zalozeniem o dodatniej dtugosci cyklu. Stad za$ wniosek, ze dla
zadanych ograniczen nie istnieje zadne warto$ciowanie.

Przyjmijmy teraz, ze graf nie zawiera dodatniego cyklu, i dla dowolnych wierz-
cholkéw u,v € V' oznaczmy przez lpg (u,v) dlugosé najdiuzszej Sciezki z wierzchotka
u do wierzchotka v w grafie G, pod warunkiem, ze istnieje jakakolwiek Sciezka z u
do v w G. Wtedy istnieje przynajmniej jedno poprawne wartosciowanie. Méwi o tym
nastepujacy lemat, ktory wykorzystamy w dalszej czedci opisu.

9
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Lemat 1. Uklad nieréwnosci normalnych posiada warto$ciowanie wtedy i tylko
wtedy, gdy jego graf nie zawiera cykli o dodatniej wadze.

Dowéd: Przed chwilg udowodnilidmy, Ze istnienie dodatniego cyklu wymusza brak
warto$ciowan, zajmijmy sie wigc implikacja przeciwna. Zalézmy, ze graf G nie zawiera
dodatniego cyklu. Pokazemy dla niego wartoSciowanie.

Najpierw dodajmy do grafu dodatkowy wierzcholek s ¢ V oraz krawedzie (s,v)
o zerowych wagach dla wszystkich wierzchotkéw v € V| otrzymujac w ten sposéb graf
G'. Wtedy funkcja ¢(v) = Ipa(s,v) jest wartoSciowaniem dla tak wzbogaconego
uktadu nieréwnosci normalnych. Istotnie, weZzmy dowolng nieréwnosé¢ u + k < v
i pokazmy, ze jest spelniona. Niech a = ¢(u), b = ¢(v). Wtedy mamy a + k < b,
poniewaz najdluzsza $ciezka postaci s ~» u — v, o dlugosci a+k, jest jedna ze $ciezek
z s dov w G’, a najdluzsza taka Sciezka ma dlugosé b. A wiec rozwazana nieréwnosé
jest spelniona. Wobec dowolnosci wyboru nieréwnosci, funkcja ¢ jest wartosciowaniem
dla grafu G’, a wiec takze dla G. |

Silnie spdjne skltadowe grafu nieréwnosci

Wezmy teraz dwa dowolne wierzchotki u,v € V i zastanéwmy sig, jakie sa mozliwe
réznice ich wartosci ¢(v) — ¢(u) dla réznych wartodciowan . Jezeli istnieje Sciezka
zaréwno z u do v, jak i w druga strone, to réznica ta jest ograniczona zaréwno z dotu,
jak i z gory, mamy wtedy bowiem dwie nastepujace zaleznosci:

o(u) +1pg(u,v) < @), @) +Ipg(v,u) < p(u),

ktére mozna lacznie przedstawié¢ jako:

Ipg (u,v) < ¢(v) — p(u) < ~Ipg(v,u). (2)

Do tego wniosku wrécimy pézniej, ale najpierw zastandéwmy si¢, co w przypadku,
gdy nie istnieje Sciezka z u do v lub nie istnieje Sciezka z v do u. Méwimy wtedy, ze
wierzcholki te lezg w réznych silnie spojnych sktadowych grafu G.

Silnie spéjna sktadowa grafu skierowanego to taki podzbiér jego wierzchotkow, ze
pomiegdzy kazdymi dwoma wierzchotkami z tej sktadowej istnieja Sciezki w obie strony,
za$ dla dowolnego wierzchotka u z tej sktadowej i wierzchotka v spoza niej nie istnieje
Sciezka przynajmniej w jedna strone pomiedzy nimi. O silnie spdjnych sktadowych
mozna przeczytaé w ksiazce [22]. Maja one te ciekawa wlasnosé, ze graf silnie sp6jnych
sktadowych, w ktérym krawedz ze sktadowej A prowadzi do sktadowej B wtedy i tylko
wtedy, gdy z kazdego (lub réwnowaznie: dowolnego) wierzchotka a € A istnieje $ciezka
do kazdego (lub réwnowaznie: dowolnego) wierzchotka b € B, jest DAG-iem (ang.
directed acyclic graph, czyli skierowany graf acykliczny). Przypomnijmy, ze kazdy
DAG mozna posortowaé topologicznie, tzn. ustawi¢ jego wierzcholki w ciag tak, aby
kazda krawedz prowadzila z lewej strony w prawa.

Korzystajac z tych wlasnosci, podzielmy graf G na silnie spojne sktadowe i po-
sortujmy je topologicznie, otrzymujac ciag sktadowych Vi, Vs, ..., Vs. Nastepnie
znajdzmy wartoSciowanie o najwickszej mocy osobno w kazdej z nich i oznaczmy
te warto$ciowania odpowiednio przez 1, @, ..., ps. Oznaczmy przez K maksymalna
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wage krawedzi w grafie: K = max(0, max.cpw(e)), a przez d; (dla i = 1,2,...,s)
najdtuzsza Sciezke w kazdej z poszczegdlnych sktadowych:

d; = umvfg‘c/b Ipy, (u,v).
Zauwazmy, ze dodanie tej samej liczby do wszystkich zmiennych w wartosciowaniu
; nie wplywa ani na poprawnos¢ tego warto$ciowania, ani na jego moc. Mozemy wiec
tak ,przesunac¢” kazde z wartoéciowan ¢;, aby dla kazdego ¢ = 1,2,...,s zachodzil
warunek:
521‘2%(0) =(K+1) -GE—1)+(d+...+di-1).

Polaczmy wartosciowania ¢; w funkcje ¢ na calym zbiorze zmiennych V nastepujaco:

SD(U) = Pe(v) (’U),

przy czym c(v) oznacza numer sktadowej, do ktérej nalezy wierzcholek v. Okazuje
sie, ze tak utworzona funkcja ¢ jest warto$ciowaniem dla catego zbioru, ktérego moc
jest rowna sumie mocy wartosciowan ;.

Po pierwsze: dlaczego ¢ jest wartoSciowaniem? Oczywiscie spelnia ona wszystkie
zaleznosci pomiedzy parami wierzchotkow lezacych w tej samej silnie spéjnej skta-
dowej. Wezmy wiec u € V; oraz v € Vj, gdzie 1 # j. Bez straty ogélnosci mozemy
zalozy¢, ze v < j. Poniewaz skladowe sa posortowane topologicznie, to nie moze istnie¢
w grafie sktadowych krawedz z V; do V;, a tym samym nie moze istnie¢ w G krawedz
z v do u. Moze za$ istnie¢ krawedz z v do v o pewnej wadze k. Jakie wartosci moze

przyjaé¢ ¢(v) — p(u)? Wiemy, ze:
o o(v) =y;(v) € pj,p; +dj], gdzie p; = (K +1)-(j — 1)+ (di + ...+ dj_1).

Tak wiec maksymalna warto$¢ ¢(u) to p; +d;, a minimalna wartos¢ ¢(v) to p;. Stad:
o) —puw)2pj—pi—di=EK+1)-(G—9)+(di+...+dj—1) —di > K+ 1.

Wiemy jednak, ze k < K + 1, wigc nier6wno$é¢ p(u) + k < ¢(v) jest spelniona.
To pokazuje tez, ze zbiory wartos$ci poszczegdlnych wartosciowan skladowych ; sa
rozlaczne, co prowadzi bezposérednio do wniosku, ze moc ¢ jest réwna sumie mocy
wszystkich ¢;.

Jaki z tego plynie dla nas wniosek? Bardzo prosty — mozemy na poczatku al-
gorytmu wykona¢ wstepne obliczenia, polegajace na podziale grafu nieréwnoéci na
silnie spéjne skladowe, nastepnie kazda sktadowa zanalizowa¢ oddzielnie i zwrocié
sume otrzymanych wynikéw. Dzielenie grafu na silnie spdjne sktadowe mozna wyko-
na¢ przy uzyciu dwoch przeszukiwan grafu w glab (algorytm DFS). Dokladny opis
tego algorytmu mozna znalezé we wspomnianej juz ksiazce [22].

Analiza pojedynczej silnie spéjnej skltadowej

Odtad mozemy juz zalozy¢, ze rozwazany graf nieréwnosci G jest silnie spéjny (a wiec
istnieja w nim $ciezki miedzy kazda para wierzcholkéw) oraz nie zawiera dodatnich

11
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cykli. Mozemy wiec juz uzywaé oznaczenia lps(u,v) dla dowolnych wierzchotkéw
u,v e V.

Wréémy teraz do spostrzezenia (2). Okazuje sie, ze podane tam ograniczenie na
réznice wartosci p(v) — @(u) jest nie tylko prawdziwe, ale tez pokazuje wszystkie
mozliwe wartodci, jakie ta réznica moze przyjac.

Twierdzenie 1. Niech G = (V, E) bedzie silnie spdjnym grafem nierdwnosci bez
dodatnich cykli i niech u,v € V. Niech ® bedzie zbiorem wszystkich wartosciowan
zbioru V.. Wtedy:

{o(v) = ¢(u) : ¢ € @} = dintg(u, v)
gdzie dintg (u, v) = [Ipg(u, v), =lpa(v,w)|NZ (a Z to zbior liczb caltkowitych).

Dowdéd: Wyzej dowiedliSmy juz, ze {p(v) — ¢(u) : ¢ € @} C dintg(u,v). Pozo-
staje pokaza¢ zawieranie odwrotne. Niech k bedzie dowolnym elementem przedzialu
liczb caltkowitych dintg(u,v). Pokazemy, ze istnieje wartosciowanie ¢, dla ktérego
(V) — plu) = k.

Dodajmy do grafu G dwie krawedzie odpowiadajace dwém nieréwnosciom nor-
malnym: v+ k < v oraz v — k < u (razem wyrazajacym v — u = k); oznaczmy otrzy-
many graf przez G’. Uklad nier6wnosci grafu G posiada wartoSciowanie ¢ spelniajace
o) — p(u) = k wtedy 1 tylko wtedy, gdy G’ posiada jakiekolwiek wartoSciowanie.
Z lematu 1 wynika z kolei, ze uklad nieréwnosci grafu G’ posiada warto$ciowanie
wtedy i tylko wtedy, gdy G’ nie zawiera dodatniego cyklu. Pozostaje wiec jedynie to
udowodnié.

Zalézmy przeciwnie, ze G’ posiada cykl o dodatniej wadze. Wezmy najmniejszy
taki cykl C' (ze wzgledu na liczbe wierzcholkéw). Wtedy musi to by¢ cykl prosty (tzn.
wierzcholki na nim nie powtarzaja si¢) i musi zawiera¢ przynajmniej jedna z dwoch
dodanych krawedzi, poniewaz graf G nie posiadal zadnego dodatniego cyklu. Jesli C'
zawiera obie dodane krawedzie, to musi mie¢ dtugosé 2, poniewaz jest cyklem prostym.
Ale suma wag tych dwoch krawedzi wynosi 0, wiec C nie jest wtedy cyklem dodatnim.

Zalézmy wiec, ze na cyklu C' lezy doktadnie jedna z dodanych krawedzi. Zal6zmy,
ze jest to (u,v) (przeciwny przypadek rozpatruje sie¢ symetrycznie). Niech p bedzie
Sciezka na cyklu C prowadzaca z v do u. Poniewaz cykl C' jest prosty, wiec Sciezka p
musiala istnie¢ réwniez w oryginalnym grafie G, skad w(p) < lps(v,u). Z zalozenia
za$ k < —lpg(v,u). Stad w(C) = k+ w(p) < —lpg(v,u) + Ipe(v,u) = 0, co jest
ponownie sprzeczne z zalozeniem o dodatniosci cyklu C.

Tak wiec graf G’ nie zawiera cyklu o dodatniej wadze, wiec istnieje warto-
Sciowanie ¢ ukladu nieréwnosci odpowiadajacego grafowi G spelniajace warunek

o) — plu) = k. n

Dzigki twierdzeniu 1 jestesmy juz bardzo blisko rozwiazania. Pozostaje nam tylko
sformulowanie nastepujacego wniosku:

Whniosek 1. Niech G — graf jak w twierdzeniu 1. Oznaczmy przez D maksymalng
rozcigglosé warto$ciowania:

D= max, max{p(v) — p(u) : ¢ € ®}.
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Wtedy D = maxy vev (—Ipg(u,v)). Jezeli ponadto graf G zawiera jedynie krawedzie
o wagach —1, 0 oraz 1, to maksymalna moca warto$ciowania tego grafu jest D + 1.

Dowd6d: Bezposrednio z twierdzenia 1 wynika, ze

max{ip(v) — p(u) : p € B} = —Ipg (v, u).

Natomiast drugi sformutowany we wniosku fakt wymaga pewnego komentarza.
Niech ¢ bedzie takim wartosciowaniem, a w i v takimi wierzchotkami, ze
o(v) — p(u) = D. Niech (u1,us,...,un), u1 = u, Uy = v, bedzie najdluzsza Sciezka
zu do v w G. Poniewaz dla kazdego i = 1,...,m—1 zachodzi w(u;, u;1+1) € {—1,0,1},
wiee o(u;1)—@(u;) < 1, czyli w kazdym kroku na tej $ciezce wartosciowanie zwieksza
sie co najwyzej o jeden. Jednak po przejsciu calej $ciezki zwieksza sie o D. To znaczy,
ze kazda z wartosci od p(u) do ¢(v) musiala by¢ przyjeta przez ¢ dla pewnej zmien-
nej u;. Dostajemy wiec D+ 1 réznych wartosci zmiennych. Z drugiej strony nie istnieje
wartosciowanie o wigkszej mocy, bo wtedy jego rozciaglo$¢ max, ,ev (p(v) — p(u))
musiataby przekroczyé¢ D. |

Algorytm

Wiemy wiec, ze dla silnie spéjnego grafu nieréwnosci G, nie zawierajacego cykli dodat-
nich, maksymalna moc wartoéciowania wynosi 1+max, ,ev (—lpg(u,v)). Aby znalezé
te wartosé¢, wystarczy obliczy¢ dlugosci najdhuzszych Sciezek pomiedzy kazda para
wierzchotkéw w G. Jak znajdowaé najdiuzsze $ciezki? Wystarczy zmieni¢ znak przy
wadze kazdej krawedzi, otrzymujac graf H, a nastepnie obliczy¢ w nim (najkrétsze)
odleglosci disty (u,v) miedzy kazda para wierzcholtkéw w i v. Poniewaz dla kazdej
pary wierzchotkéw u i v zachodzi disty (u,v) = —lps(u,v), wiec rozwiazaniem jest
liczba 1 + max,, yev disty (u, v), czyli Srednica grafu H powigkszona o jeden.

Jest kilka algorytméw, ktére pozwalaja te $rednice grafu H obliczy¢ (pamietajmy
tutaj, ze graf H moze zawiera¢ krawedzie ujemnej dtugosci):

e 1 powtoérzen algorytmu Bellmana-Forda, co daje ztozonoéé czasowa O(|V|?-|E|)
(takie rozwiazanie pozwalalo uzyskaé¢ ok. 50% punktéw),

e algorytm Floyda-Warshalla o zlozonoéci czasowej O(|V[?),
e algorytm Johnsona o zlozonosci czasowej O(|V| - |E| + |V|? log |E|).

W rozwiazaniach wzorcowych wykorzystano algorytmy Floyda-Warshalla i Johnsona.
O wszystkich trzech algorytmach mozna przeczytaé¢ w ksiazce [22].

Mozliwe przyspieszenia

Mozliwe jest jeszcze dodatkowe zredukowanie grafu, ktore wprawdzie moze przyspie-
szy¢ algorytm, ale nie zmniejsza jego asymptotycznej zlozonoéci.

Ot6z na samym poczatku mozna zidentyfikowaé wszystkie grupy zmiennych
t; zwiazanych (bezposrednio lub podrednio) zalezno$ciami pierwszego typu, tzn.
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t,+1 = t,. Wtedy wartosci zmiennych w jednej takiej grupie sg jednoznacznie wyzna-
czone przez warto$¢ dowolnego jej reprezentanta. Nastepnie kazda taka grupe mozna
zamieni¢ na pojedynczego reprezentanta lub na dwéch reprezentantéw (o najwiekszej
i najmniejszej warto$ci w grupie), odpowiednio modyfikujac pozostate nieréwnosci.
To usprawnienie nie byto jednak wymagane do uzyskania maksymalnej punktacji.

Testy

Ponizsza tabela przedstawia testy wykorzystane do oceny rozwiazan; w szczegdlnodci:
testy grupy a od sibédmego wlacznie skladaja si¢ z duzego cyklu i kilku matych
sktadowych sprawdzajacych poprawnoéé¢; testy grupy b od trzeciego wlacznie zostaly
wygenerowane przez losowe ustawianie zawodnikéw na mecie i ujawnianie losowo
zalezno$ci pomiedzy nimi; testy grupy c to male testy losowe polaczone w DAG;
testy grupy d to duze testy wydajno$ciowe wymuszajace w niektérych algorytmach
duza liczbe odwiedzin tego samego wierzchotka. Testy z odpowiedzia NIE to: 1b, 4a,
ba oraz 6a.

Liczba s podana w opisie testow oznacza liczbe silnie spdjnych sktadowych odpo-
wiedniego grafu nieréwnosci.

Nazwa n | m; ms S Nazwa n m; mso S

fesla.in 8 4 fesTc.in 600 718 | 30251 | 290
fes1b.in 6 1 fes7d.in | 600 420 | 6365 1
fes2a.in 7 5 fes8a.in 600 174 390 52
fes2b.in 6 2 fes8b.in 600 804 | 5072 | 106

fes3a.in | 27 | 12 15 | 12 fes8c.in | 600 763 | 30303 | 283
fes3b.in | 53 | 71 386 8 fes8d.in | 600 420 | 6365 1
fes3c.in 56 | 40 12 12 fes9a.in | 600 165 404 | 50
fes4a.in | 101 | 20 106 | 80 fes9b.in | 600 68 | 50090 | 181
fes4b.in | 62 | 41 900 | 22 fes9c.in | 600 795 | 30198 | 279
fesjc.in 78 | 60 18 12 fes9d.in | 600 420 | 6365 1
fesba.in | 101 | 20 119 | 82 fes10a.in | 600 161 416 | 49
fesdb.in | 98 | 17 | 6000 | 49 fes10b.in | 600 509 | 50090 | 134
fesbc.in | 250 | 140 | 3129 | 153 fes10c.in | 600 816 | 30158 | 281
fes6a.in | 101 | 20 144 | 81 fes10d.in | 600 420 | 6365 1
fes6b.in | 353 | 53 | 6901 | 279 feslla.in | 600 174 390 | 52
fes6c.in | 250 | 155 | 3070 | 159 fes11b.in | 600 | 40139 | 50090 | 30
fes6d.in | 600 | 420 | 6365 1 feslic.in | 600 779 | 30198 | 286
fes7a.in | 600 | 176 397 | 50 fesl1d.in | 600 420 | 6365 1
fesTb.in | 311 | 112 | 3012 | 206
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Litery

Maty Jas ma bardzo dlugie nazwisko. Nie jest jednak jedyng takg osobg w swoim Srodowisku.
Okazato sie bowiem, Ze jedna z jego kolezZanek z przedszkola, Malgosia, ma nazwisko doktadnie
tej samej dlugosci, chociaz inne. Co wiecej, ich nazwiska zawierajq dokladnie tyle samo liter
kazdego rodzaju — tyle samo liter A, tyle samo liter B, itd.

Jas i Malgosia bardzo sie polubili i czesto bawiq sie razem. Jedng z ich ulubionych zabaw
jest zebranie duzej liczby matych karteczek, napisanie na nich kolejnych liter nazwiska Jasia,
a nastepnie przesuwanie karteczek tak, aby powstato z nich nazwisko Malgosi.

Poniewaz Ja$ uwielbia tamigltowki, zaczql zastanawiaé sie, ile co najmniej zamian $q-
siednich liter trzeba wykonac, zeby przeksztalcié jego nazwisko w nazwisko Malgosi. Nie jest
to latwe zadanie dla kilkuletniego dziecka, dlatego Jas poprosil Ciebie, glownego programiste
w przedszkolu, o napisanie programu, ktory znajdzie odpowied? na nurtujgce go pytanie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba calkowita n
(2 < n < 1000000) oznaczajgca liczbe liter w nazwisku Jasia. W drugim wierszu
znajduje sie n kolejnych liter nazwiska Jasia (bez odstepdw). W trzecim wierszu znajduje sie
n kolejnych liter nazwiska Malgosi (réwniez bez odstepdw). Oba napisy skladajq sie jedynie
z wielkich liter alfabetu angielskiego.

W testach wartych lgcznie 30% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 1 000.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie jedng liczbe catkowitq, oznaczajgcg
minimalng liczbe zamian sgsiednich liter, ktore przeksztalcajq nazwisko Jasia w nazwisko
Matgosi.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
3 2

ABC

BCA

Rozwigzanie

Analiza problemu

W zadaniu mamy dane dwa stowa: j = j1j2...J, Oraz m = mims ... my,, w ktérych
kazda litera pojawia sie dokladnie tyle samo razy. Stowa o tej wlasnosci bedziemy
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nazywaé anagramami. Naszym zadaniem jest znalezienie minimalnej liczby zamian
sasiednich liter, ktore przeksztalcaja stowo j na stowo m. Dla prostoty takie operacje
bedziemy nazywali przesunieciami.

Powstaje oczywiste pytanie, czy zawsze istnieje sekwencja przesunie¢ przeksztal-
cajaca j na m. Nasze zalozenia moéwia, ze po posortowaniu liter w slowach j oraz
m otrzymujemy to samo slowo. A poniewaz przesuniecia pozwalaja na posortowanie
dowolnego stowa, mozemy skonstruowaé przyktadows strategie w nastepujacy sposéb:

e najpierw sortujemy stowo j,
e potem wykonujemy przesuniecia sortujace stowo m, ale w odwrotnej kolejnosci.

Oczywiscie, nie jest to strategia optymalna (np. dla stéw ,,CBA” oraz ,BCA”), jednak
jest ona zawsze poprawna.

Dolne ograniczenie

Skoro wiemy juz, ze przeksztalcenie j na m przy pomocy przesunieé¢ jest zawsze
mozliwe, zastanowmy sie nad dolnym ograniczeniem na optymalna liczbe przesuniec.
W tym celu przyda nam sie nastepujace pojecie:

Definicja 1. Niech s bedzie dowolnym anagramem stowa m. Dystansem stowa s od
stowa m bedziemy nazywac nastepujaca wartoscé:

k(a)
d(s,m) = Z Z [Sa,i — Ma,i

a€A i=1
gdzie A = {A,B,...,Z} oznacza alfabet, k(a) oznacza liczbe wystapien litery a w stowie
m, 288 Sq,1; - - -, Sa,k(a) OTAZ M 1, - - -, Mq k(a) O POzyCje kolejnych wystapien tej litery

odpowiednio w stowach s oraz m.

Skad pomyst na taka funkcje? Otéz intuicyjnie ma ona oddawaé sumaryczna od-
legloéé pomiedzy ,,odpowiadajacymi sobie”! literami w stowach s i m. Dla pokazania
dolnego ograniczenia na rozwiazanie zadania nie bedzie nam jednak potrzebna wni-
kliwa analiza funkcji dystansu, a jedynie jej prosta wlasnos¢:

Fakt 1. Niech s bedzie dowolnym anagramem stowa m oraz niech t bedzie
stowem powstalym z s przez wykonanie dokladnie jednego przesuniecia. Wtedy
d(s,m) —d(t,m) € {-2,0,2}.

Dowéd: Dowdd tego faktu jest bardzo prosty. Kazde przesuniecie zmienia o jeden
pozycje dwdéch liter, przy czym kazda z nich moze albo oddali¢ od ,,odpowiadajacej
jej” litery docelowej, albo ja do niej przyblizyé. Stad dystans moze sie zmniejszy¢
o dwa, zwiekszy¢ o dwa lub pozostac taki sam. |

1Zwrot ,,odpowiadajgcymi sobie” podano w cudzystowach, poniewaz na tym etapie nie jest jeszcze
jasne, czy pierwsza litera A w stowie j w optymalnej strategii przechodzi na pierwszg litere A w stowie
m, druga na druga, itd. i podobnie dla innych liter.



Litery
Prostym wnioskiem z tego faktu jest szukane dolne ograniczenie:

Twierdzenie 1. Minimalna liczba przesunieé przeksztatcajgcych stowo j na stowo m
jest nie mniejsza niz 3d(j,m).

Dowéd: Z faktu 1 wynika, ze kazde przesunigcie zmniejsza dystans co najwyzej
o dwa. Tak wiec skoro poczatkowy dystans stowa j od m wynosi d(j, m), a koncowy
d(m,m) = 0, to konieczne jest wykonanie co najmniej %d(j, m) przesunied. |

Heurystyka polegajaca na zwracaniu wyniku %d(j,m) jest niepoprawna juz dla
pary stéw ,ABC” i ,CBA”, poniewaz daje w wyniku 2, podczas gdy poprawnym roz-
wigzaniem jest 3. Programy implementujace te heurystyke otrzymywaly 0 punktow.

Rozwigzanie poprawne

Tak naprawde ani powyzsze dolne ograniczenie nie daje nam przykladowej strategii
(czasem wrecz taka nie istnieje dla rzekomego wyniku $d(j,m)), ani nawet strategia
zaproponowana na poczatku, bazujaca na sortowaniu, nie jest jasna, bo przeciez nie
widaé¢ od razu, jaka jest minimalna liczba przesunie¢ potrzebnych do posortowania
stowa.

Czas wiec od rozwazan teoretycznych przej$¢ do znalezienia pierwszej konkretnej
strategii. Narzucajacym sie pomystem jest nastepujace podejécie zachtanne.

Niech a = m; € A bedzie pierwsza litera stowa m. Niech j, 1 bedzie pierwszym
wystapieniem litery a w stowie j. Wykonajmy j,,1 — 1 przesunie¢ w stowie j prze-
mieszczajacych pierwsze wystapienie a na poczatek stowa, otrzymujac nowe stowo j'.
Nastepnie mozemy odcigé pierwsze litery ze stéw j' oraz m i powtdrzyé dokonang
operacje n razy.

Czy taka strategia jest optymalna? Czesto rozwiazania zachlanne sa tylko heury-
stykami, jednak w tym wypadku odpowiedz jest twierdzaca. Potrzebny jest jednak
na to dowdd.

Po pierwsze: dlaczego to wlasnie litera z pozycji j,,1 W j, a nie jakie$§ inne wysta-
pienie tej litery, ma przej$¢ na pierwsza litere stowa m? Zalézmy przeciwnie, ze litera
odpowiadajaca m; w strategii optymalnej znajduje sie w j na pozycji p, p > Ja,1-
Wtedy w czasie przeksztalcania j na m musialby nastgpi¢ moment, w ktorym litera
pochodzaca z pozycji j, 1 bedzie bezposrednio poprzedzaé litere z pozycji p, a kolejne
przesuniecie zamieni je ze soba. Jednak takie przesuniecie niczego nie zmieni, gdyz te
dwie litery beda w tym momencie identyczne. Rezygnacja z tego jednego przesuniecia
da nam wiec strategie lepsza od optymalnej — sprzeczno$é. Tak wiec pierwsza litera
stowa m w kazdej optymalnej strategii rzeczywiscie odpowiada literze z pozycji jq1
w stowie j.

Nazwijmy teraz litere a pochodzaca z pozycji ja,1 litera wyrdiniong. Roztézmy
strategie optymalna na dwa niezaleznie zmieniajace sie stany:

e polozenie wyrdznionej litery,

e postaé reszty stowa j, tzn. kolejnos¢ wszystkich pozostatych liter.

17



18

Litery

Dlaczego te stany zmieniaja sie niezaleznie? Zauwazmy, ze mamy dwa rodzaje prze-
sunieé:

1. zmieniajace polozenie wyr6znionej litery (wtedy reszta stowa sie nie zmienia),
2. zmieniajace reszte slowa (wtedy pozycja wyrdznionej litery sie nie zmienia).

Niezalezno$¢ tych dwéch standéw pozwala nam zmienié kolejnosé wykonywanych prze-
sunie¢ tak, aby najpierw przeprowadzi¢ wszystkie przesuniecia pierwszego typu, a na-
stepnie drugiego. W ten sposéb otrzymamy strategie o tej samej liczbie przesuniec,
a wiec rowniez optymalng. Zarazem pierwsze kroki, przemieszczajace litere a w sto-
wie j z pozycji j,,1 na poczatek, beda identyczne jak w zaproponowanym algorytmie
zachtannym.

Powtarzajac to rozumowanie dla wszystkich kolejnych liter, pokazemy, ze litery
uznane wyzej za ,odpowiadajace sobie” rzeczywiScie sobie odpowiadajg w kazdej stra-
tegii optymalnej, zas zaproponowany algorytm zachtanny jest strategia optymalna.

Bezposrednia implementacja powyzszego algorytmu ma zlozonosé czasowy O(n?).
Mozna ja jednak usprawnic. . .

Rozwigzanie wzorcowe

Przyspieszenie algorytmu wymaga od nas znalezienia struktury danych, ktoéra po-
zwala szybko wyznacza¢ pierwsza niewykorzystana pozycje danej litery w zmienianym
stowie, tzn. takie wystapienie tej litery, ktore nie zostalo jeszcze przemieszczone na
poczatek.

Gdyby stowo j nie ulegalo zmianom, latwo byloby znajdowaé pierwsze niewyko-
rzystane pozycje poszczegdlnych liter. Wystarczylaby do tego tablica stoséw stosyl]
indeksowana literami alfabetu, ktéra pod indeksem a € A przechowywataby pozycje
kolejnych wystapien litery a w stowie j od lewej do prawej. Taka tablice stoséw tatwo
zbudowaé. Wystarczy przej$¢ w petli po stowie j od konca i kazda napotkana litere
wrzuca¢ na szczyt odpowiadajacego jej stosu. Pézniejsze korzystanie z tej tablicy
rowniez byloby proste — w kazdym kroku algorytmu szukana pozycja litery bylaby
na szczycie odpowiadajacego jej stosu, a po zdjeciu jej ze szczytu stosu niezmiennik
ten bylby zachowany w nastepnych krokach.

Niestety w naszej sytuacji stowo j zmienia sie, potrzebujemy wiec jakiego$ mecha-
nizmu, ktéry aktualizowalby pozycje zawarte w tablicy stosy[] zgodnie ze zmianami
kolejnoéci liter. W kazdym momencie mozemy skupié¢ sie jedynie na niewykorzysta-
nych dotad literach, bo pozycji liter juz przesunietych na poczatek nie bedziemy péz-
niej badaé. A jak moze zmienia¢ sie pozycja niewykorzystanej litery? Ot6z w kazdym
kroku algorytmu bedzie ona po prostu wicksza od poczatkowej o liczbe tych liter,
ktére na poczatku znajdowaly sie dalej niz rozwazana, a zostaly juz wykorzystane.

Musimy zatem zaproponowa¢ mechanizm pozwalajacy szybko znajdowaé liczbe
wykorzystanych liter znajdujacych sie poczatkowo w stowie j na pozycji dalszej niz
zadana. Do tego stuzy¢é moze struktura danych zwana drzewem licznikowym lub
przedziatowym. Drzewo licznikowe jest statycznym drzewem binarnym zbudowanym
nad tablica t[1..n] liczb; pozwala ono na wykonywanie w czasie O(log n) nastepujacych
operacji:
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set(i,x) — przypisz t[i] := x,
sum(l,r) — zwrdéé sume t[l] + t[l + 1] + ... + t[r], przy czym | < r.

Majac do dyspozycji drzewo licznikowe, mozemy juz bardzo latwo utrzymywac
informacje o przesunieciach liter w slowie j. Wystarczy na poczatku, przy budowaniu
drzewa licznikowego, wyzerowaé tablice t[], a potem, przesuwajac litere z jej poczat-
kowej pozycji ¢ na poczatek stowa, wykonywaé operacje set(i, 1). Wtedy w dowolnym
kroku algorytmu wiemy, ze pozycja niewykorzystanej litery, ktora poczatkowo znajdo-
wala sie na pozycji 4, od poczatku algorytmu zwiekszyla sie o sum(i+1,n). Algorytm
wyglada wiec nastepujaco:

1. wynik = 0;

2: for i:=1 to n do begin

3 z:=mli];

4:  pos := stosy[z].pop();

5. set(pos,1);

6:  pos:= pos+ sum(pos+ 1,n);
7 wynik = wynik + pos — i;

8: end
9: return wynik;

Drzewa przedzialowe pojawialy sie juz w rozwiazaniach wielu zadan z Olimpiady
Informatycznej, nie bedziemy wiec ich tutaj szczegdélowo opisywaé. Mozna o nich prze-
czytaé np. w opracowaniu zadania Tetris 3D z XIIT Olimpiady Informatycznej [13].

Nieco inne spojrzenie na zadanie

W powyzszym rozwiazaniu wzorcowym korzysta sie z drzew przedzialowych, ktore
nie wszystkim sg znane. Okazuje si¢ jednak, ze nasze zadanie mozna rozwiazaé¢ bez
stosowania takich struktur danych.

PokazaliSmy wczesniej, ze dystans jest ograniczeniem dolnym na wynik, ale w ogdl-
noéci wynik moze by¢ od niego wiekszy. Istnieje jednak inna miara odlegtosci pomiedzy
stowami, ktéra takze mozna latwo wyznaczyé, bez symulowania zadnej konkretnej
strategii, a ktora jest juz rowna szukanemu wynikowi. Aby ja poznaé, przyjrzymy
sie permutacji® liter, jaka nalezy wykonaé, by przeksztalcié stowo j na stowo m.
Permutacje te nazwijmy permutacjq przeprowadzajgcg j na m.

Wiemy juz, ze i-ta litera A w slowie j odpowiada i-tej literze A w stowie m, i-ta
litera B w stowie j odpowiada i-tej literze B w stowie m itd. To pozwala bardzo tatwo
skonstruowa¢ permutacje przeprowadzajaca j na m: otoz jesli litera odpowiadajaca
literze j; w stowie m jest my, to w permutacji p na pozycji ¢ wstawiamy liczbe k, co
oznacza tyle co: ,,chcialbym przestawié¢ litere z pozycji ¢« na pozycje k”. Przyktadowo,
dla stéw j = ABAAB, m = BABAA permutacja przeprowadzajaca pierwsze z nich na
drugie ma posta¢ p =2,1,4,5, 3.

2 Permutacjq nazywamy operacje zmieniajaca kolejnoéé wyrazéw zadanego ciagu. Dowolng per-
mutacj¢ mozemy przedstawi¢ w postaci ciagu (p;)7_, liczb catkowitych z zakresu od 1 do n, w ktérym
kazda z tych liczb wystepuje dokladnie raz. Zapis ten oznacza, ze permutacja p dla kazdego i prze-
mieszcza wyraz z pozycji ¢ na pozycje p;.
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Nietrudno jest napisa¢ algorytm generujacy permutacje przeprowadzajaca j na m
przy uzyciu tablicy stoséw, wspomnianej w poprzednim rozdziale. Kiedy juz bedziemy
znali te permutacje, mozemy obliczy¢ liczbe inwersji w tej permutacji.

Definicja 2. Niech p bedzie permutacja n liczb. Inwersjg w permutacji p nazywamy
dowolna take pare indekséw 1 < a < b < n, ze py > pp.

Innymi slowy, inwersja jest kazda para elementéw permutacji, ktora jest ustawiona
w niewlasciwej kolejnoéci w poréwnaniu do permutacji identycznoéciowej (posorto-

wanej rosngco). Na przyklad permutacja identycznosciowa p = 1,2,...,n nie ma
zadnych inwersji, a permutacja odwracajaca kolejno$¢ p = n,(n — 1),...,1 ma ich
n(n—1)

2Przyszedl juz czas na kluczowe spostrzezenie: ot6z szukany przez nas wynik jest
rowny wiladnie liczbie inwersji w permutacji przeprowadzajacej j na m! Dlaczego tak
jest? Kazde przesuniecie w stowie j powoduje zarazem odpowiadajace mu przesuniecie
(czyli podobnie jak w przypadku stéw — zamiane dwoch sasiednich liczb) w permu-
tacji p, i odwrotnie. Stowo j zostaje ostatecznie przeksztalcone w m w momencie,
w ktorym permutacja przeprowadzajaca j na m jest posortowana. Poniewaz kazde
przesuniecie zmienia liczbe inwersji dokladnie o jeden (bo zmienia wzgledne polozenie
dokladnie jednej pary sasiednich elementéw), wiec przy przeksztalcaniu j na m trzeba
wykonaé co najmniej tyle przesunied, ile wynosi liczba inwersji w p. Z drugiej strony,
kazda permutacje mozna posortowaé¢ w nastepujacy sposéb: dopdki istnieje jakas para
sasiednich elementow tworzaca inwersje, wykonaj na nich przesunigcie. W momencie,
w ktérym nie bedzie juz zadnej takiej pary, permutacja bedzie posortowana?®. Tak
wiec liczba inwersji jest nie tylko dolnym oszacowaniem na minimalna liczbe prze-
sunieé przeksztalcajacych j w m, ale réwniez i gérnym, czyli jest rowna szukanemu
wynikowi.

Jak zliczaé inwersje w permutacji?

Zmanych jest kilka algorytmoéw pozwalajacych zlicza¢ inwersje w permutacji. Naj-
popularniejszym rozwiazaniem w programach zawodnikéw byta pewna modyfikacja
algorytmu Mergesort.

Algorytm Mergesort bazuje na operacji scalenia (ang. merge) dwoch posortowa-
nych ciagéw, ktora taczy je w ciag posortowany w czasie liniowym. Z jej uzyciem
mozna skonstruowaé nastepujacy algorytm sortowania:

1: function mergesort(cigg)

2: begin

3 if |cigg| =1 then return cigg;

4. (ciggl, cigg2) := podziel_na_polowy(cigg );

5. return merge(mergesort(ciggl), mergesort(cigg2));
6: end

Funkcja podziel _na_polowy w powyzszym pseudokodzie ,lamie ciag na pot”,
zwracajac otrzymane w ten sposob dwie czesci, mniej wiecej tego samego rozmiaru.
Przy zalozeniu, ze operacja merge(ciggl, cigg2) dziala w czasie O(|ciggl | + |cigg2]),

3Mowa tu o algorytmie sortowania babelkowego.
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caly algorytm Mergesort ma zlozono$é czasowa O(nlogn), gdzie n to dlugoéé sorto-
wanego ciggu.

Okazuje sie, ze mozna tak zmodyfikowaé operacje scalania, zeby oprécz lacze-
nia dwéch posortowanych ciagéw w nowy posortowany ciag, obliczata liczbe takich
inwersji (a, b), ze a nalezy do pierwszego scalanego ciagu, zas b do drugiego. Dla kaz-
dej pary wyrazéw (a,b) wyjSciowej permutacji p, bedzie dokladnie jedno wywolanie
funkcji merge(ciqgl, cigg2) dla argumentéw takich, ze a nalezy do ciagu ciggl, za$
b do ciagu cigg2 — nastapi to w tym wywotaniu funkcji mergesort, w ktéorym a i b
zostang rozdzielone do dwoch réznych poléwek sortowanego ciagu. Jezeli wiec uda
nam sie wzbogaci¢ funkcje merge w zadany sposéb, to sumarycznie wyznaczy ona
liczbe wszystkich inwersji w oryginalnym ciagu. Oto pseudokod takiej wzbogaconej
operacji scalania:

1: function merge(ciggl, cigg2)

2: begin

3 k1:=|ciggl|; k2:=|cigg2|;

4: i1:=1; 2:=1;

5:  while i1 < kI or i2< k2 do begin
6: if i1 > k1 then begin

7: cigg il + i2 — 1] := cigg2[i2];

8: 12: =124+ 1

9: end else if i2 > k2 then begin
10: cigg[il + i2— 1] := ciqgl [il];
11: 11 =114 1;

12: end else if ciggl[il] < cigg2[i2] then begin
13: tnwersje := inwersje + 12 — 1;
14: cigg il + i2 — 1] := ciggl[i1];
15: i1 =114 1;

16: end else begin

17: cigg[il 4+ i2 — 1] := ciqg2[i2];
18: 12: =124 1;

19: end

20 end

21:  return cigg;

22: end

Dowdd poprawnoéci powyzszej funkeji pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie
(warto przy tym pamietaé, ze inwersje zliczamy tutaj tylko dla permutacji, a permu-
tacje skladaja sie z parami réznych elementéw).

Istnieje tez inny, podobny algorytm zliczajacy inwersje w permutacji, ktéry zasu-
gerowal nam Marcin Pilipczuk. To podejécie rozni sie od algorytmu Mergesort metoda,
dzielenia i scalania ciggu; poza tym, tym razem nie sortujemy elementow permutacji,
a jedynie zliczamy inwersje metoda ,dziel i zwyci¢zaj”. Zalézmy, ze dane wywolanie
funkcji analizuje elementy permutacji nalezace do przedziatu [z, z] (poczatkowo [1,n)).
Funkcja dzielaca ciag dzieli go na pél nie wedlug pozycji, ale wedlug wartosci, tzn.
pierwszy ciag bedacy rezultatem dzielenia sktada sie z liczb o wartosciach z przedziatu
[x,y], za$ drugi — z przedzialu [y + 1, 2], przy czym y jest Srodkiem przedziatu [z, z].
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Liczby inwersji w ramach tych podciaggdéw obliczamy rekurencyjnie, natomiast liczbe
inwersji pomiedzy ciagami wyznaczamy tatwo w czasie liniowym, korzystajac z tego, ze
kazdy element drugiego ciaggu stanowi inwersje z kazdym elementem pierwszego ciagu
wystepujacym dalej w oryginalnym ciagu. Dopracowanie szczegélow w tym podej-
$ciu pozostawiamy jako éwiczenie. Zlozono$¢ czasowa tego rozwiazania to O(nlogn),
podobnie jak w przypadku algorytmu Mergesort.

Jeszcze inne, rownie efektywne rozwiazanie problemu zliczania inwersji w permu-
tacji jest przedstawione w artykule Zliczamy inwersje w czasopi$mie Delta [37].

Ciekawym spostrzezeniem jest to, ze skoro wynik w zadaniu jest réwny liczbie
inwersji w permutacji przeprowadzajacej j na m, to podany we wczesniejszej sekcji
algorytm wzorcowy daje zarazem rozwigzanie problemu zliczania inwersji w permuta-
cji — réwniez w czasie liniowo-logarytmicznym, ale za pomocg jeszcze innych narzedzi,
tj. drzew przedziatowych.

Testy

Rozwiazania zawodnikéw byly sprawdzane z uzyciem 10 zestawdw testowych. Kazdy
zestaw skladal sie z jednego lub dwéch pojedynczych testow — patrz tabela ponize;j.

Nazwa n Opis

litl.in 4 | maly test stworzony recznie

lit2.in 7 | maly test stworzony recznie

lit3a.in 1000 | test losowy

lit3b.in 1000 | test wymagajacy duzej liczby przesunieé
litja.in 10000 | test losowy

lit4b.in 10000 | test wymagajacy duzej liczby przesunieé
litba.in 50000 | test losowy

lit5b.in 50000 | test wymagajacy duzej liczby przesunieé

litba.in 100000 | test losowy
lit6b.in 100000 | test wymagajacy duzej liczby przesuniec
lit7a.in 200000 | test losowy
lit7b.in 200000 | test wymagajacy duzej liczby przesunieé
lit8a.in 500000 | test losowy
lit8b.in 500000 | test wymagajacy duzej liczby przesunieé
lit9a.in 1000000 | test losowy
lit9b.in 1000000 | test wymagajacy duzej liczby przesuniec
lit10a.in | 1000000 | test losowy
lit10b.in | 1000000 | test wymagajacy duzej liczby przesuniec
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Odleglosé

W tym zadaniu rozwazamy odlegtosé miedzy dodatnimi liczbami calkowitymi, zdefiniowang
w nastepujgcy sposcb. Przez pojedynczq operacje rozumiemy pomnozenie danej liczby przez
liczbe pierwszq lub podzielenie jej przez liczbe pierwszq (o ile dzieli sie ona bez reszty).
Odleglo$é miedzy liczbami a i b, oznaczana d(a,b), to minimalna liczba operacji potrzebnych
do przeksztalcenia liczby a w liczbe b. Na przyklad, d(69,42) = 5.

Zavwazmy, ze faktycznie funkcja d ma cechy odleglosci — dla dowolnych dodatnich liczb
catkowitych a, b i ¢ zachodzi:

o odleglo$é liczby od niej samej wynosi 0: d(a,a) = 0,
o odleglo$é od a do b jest taka sama, jak od b do a: d(a,b) = d(b,a), oraz
o spelniona jest nierdwno$é tréjkgta: d(a,b) +d(b,c) > d(a,c).

Dany jest ciggn dodatnich liczb catkowitych ay,az, ..., ay. Dla kazdej liczby a; nalezy wskazaé
takie j, zZe j # i oraz d(a;,a;) jest minimalne.
Wejscie

W pierwszym wierszu  standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita
n (2 < n < 100000). W kolejnych wierszach znajduje sie liczby ai,az,...,an
(1 <a; < 1000000), po jednej w wierszu.

W testach wartych tgcznie 30% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 1 000.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie doktadnie n wierszy, a w kaZdym

z mich po jednej liczbie catkowitej. W i-tym wierszu nalezy wypisa¢ najmniejsze takie j, ze:
1<j<n,j#iorazd(a;,a;) jest minimalne.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:

D O WN PO
N = NP =N

IPrzypomnijmy, ze liczba pierwsza to taka liczba calkowita dodatnia, ktéra ma doktadnie dwa
rézne dzielniki: jedynke i siebie sama.
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Rozwigzanie

Analiza problemu

Zacznijmy od przejscia na jezyk teorii graféw. Rozwazmy graf nieskierowany, w ktérym
wierzchotkami sa wszystkie liczby naturalne, a krawedzie odpowiadaja pomnozeniu
(réwnowaznie, podzieleniu) danej liczby przez liczbe pierwsza. Problem z zadania
formutuje sie teraz nastepujaco: dla kazdego z n zaznaczonych wierzchotkéw chcemy
znalez¢é w grafie najblizszy inny zaznaczony wierzchotek.

Wygodnie bedzie, jedli na wstepie usuniemy z podanego na wejsciu ciagu liczb
wszystkie powtérzenia. Faktycznie, dla kazdej z powtarzajacych sie liczb, jako wynik
mozemy od razu wskaza¢ dowolne inne wystapienie takiej samej liczby w ciagu. Odtad
bedziemy zakladaé, ze startowy ciag nie zawiera powtorzen.

Jak duzy jest nasz graf?

Oznaczmy przez M najwiecksza liczbe z wejécia. W grafie bedziemy mieli M wierzchot-
kéw, z czego n zaznaczonych. Krawedzi w takim grafie jest potencjalnie rzedu M?2,
czyli nawet 102, czyli bardzo duzo. W przypadku naszego grafu sytuacja jest jednak
troche lepsza, dzigki temu, ze kazda z krawedzi w grafie reprezentuje, w szczeg6lnosci,
podzielenie liczby przez jakas liczbe pierwsza.

Wydaje sie, ze takich krawedzi nadal moze by¢ bardzo duzo. Najprostsze oszaco-
wanie daje M -7(M) krawedzi, gdzie w(M) jest liczba liczb pierwszych mniejszych od
M. Jest jednak duzo lepiej: krawedzi jest dokladnie tyle, ile w sumie dzielnikéw pierw-
szych wszystkich liczb od 1 do M. Przy zalozeniu, ze M < 10°, mamy co najwyzej 7
réznych dzielnikéw pierwszych, gdyz

2-3-5-7-11-13-17-19 = 9699690 > 10°.

Czyli wszystkich krawedzi jest co najwyzej 7M. Wiedzac, ze:

Z 1wlnlnM,

p<M,peP

wnioskujemy, ze liczba krawedzi grafu jest asymptotycznie rzedu O(M Inln M), czyli
dostatecznie mato, aby mozna bylo przejrzeé caly graf.

Jak przejrze¢ caly graf?

Standardowe algorytmy stuzace do obliczania odleglosci miedzy wszystkimi parami
wierzcholtkéw w naszym przypadku zawioda, gdyz potrzebuja one czasu co najmniej
kwadratowego ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw. Dla nas czas 2(n?) czy Q(M?) to
zdecydowanie za duzo. Warto jednak zauwazy¢ pewien ciekawy fakt:

Fakt 1. Kazdg Sciezke miedzy liczbami a i b jestesmy w stanie opisac nastepujgco:
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e dzielimy a przez wszystkie nadmiarowe dzielniki pierwsze

o mnozymy a przez wszystkie brakujgce dzielniki pierwsze.

Powyzszy fakt ma w rzeczywistosci istotny zwiazek z liczbg NWD(a,b). Do tej
liczby schodzimy w dél, dzielac, i od tej liczby zaczynamy wchodzié¢ do gory, mnozac.

Mozemy juz teraz zaproponowaé bardziej efektywne rozwiazanie. Najpierw, star-
tujac ze wszystkich zaznaczonych wierzcholkéw, schodzimy w dét z informacja, ze
gdzies blisko jest zaznaczona liczba. W ten sposob dla wszystkich liczb zapamigtamy
najblizsze zaznaczone liczby bedace ich wielokrotnosciami. Nastepnie wykonujemy
druga faze, w ktorej przekazujemy informacje o najblizszych zaznaczonych liczbach
do géry. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka wystarczy przechowywaé tu dane
dotyczace dwbch najblizszych zaznaczonych wierzchotkéw. A czemu tak? Ot6z pamie-
tanie informacji tylko o jednym wierzcholku to za malo, gdyz dla kazdej zaznaczonej
liczby najblizsza zaznaczona jest ona sama. Dlatego warunek z tresci zadania mozemy
sformulowaé jako: dla kazdego zaznaczonego wierzchotka, wyznacz indeks drugiego
najblizszego mu zaznaczonego wierzchotka.

Cate rozwiazanie wyglada nastepujaco.

1. Generujemy liste wszystkich liczb pierwszych nie wigkszych niz M.
2. Dla kazdej liczby od 2 do M obliczamy jakis dzielnik pierwszy.

3. Dla kazdej liczby od 1 do M obliczamy dwie najblizsze zaznaczone liczby,
uzywajac tylko dzielen, czyli zejs¢ w dot od zaznaczonych liczb.

4. Idziemy w gore, czyli dla kazdej liczby przemnazamy ja przez wszystkie dziel-
niki pierwsze, tak aby nie przekroczyé M, i propagujemy w gére informacje
o najblizszych dzielnikach.

Dziatanie algorytmu na przykladzie

Ponizszy rysunek przedstawia graf zbudowany dla M = 7. Naszym ciagiem na wejsciu
niech bedzie 3,4, 7 (szare wierzcholki na rysunku).

W pierwszej fazie algorytmu przekazujemy w doét informacje o dwoch najblizszych
zaznaczonych wierzchotkach. W ramkach podane sa indeksy zaznaczonych elementow,
tzn. indeks trojki to 1, indeks czworki to 2, a indeks siédemki to 3.
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5] [ [B) ) (6] [B] [sn]

Zlozonosé

Zlozono$¢ czasowa podanego dwufazowego przeszukiwania grafu jest liniowa wzgle-
dem rozmiaru grafu, czyli rzedu O(M Inln M). Nalezy zauwazy¢, ze nie trzeba trzymaé
w pamieci catego grafu G. Wystarczy dla kazdej liczby mie¢ obliczony pewien jej dziel-
nik pierwszy (do schodzenia w d61) i osobno pamietaé liste wszystkich liczb pierwszych
(do wchodzenia w goére). Zaréwno liste wszystkich liczb pierwszych nieprzekraczaja-
cych M, jak i przyktadowe dzielniki pierwsze poszczegdlnych liczb od 2 do M mozna
obliczy¢ w czasie O(M Inln M) za pomoca sita Eratostenesal. Dodajmy dla pelnosci,
ze poczatkowe usuwanie powtorzen z wyjsciowego ciagu mozemy wykonaé¢ w czasie
i pamieci O(M), wykorzystujac M-elementows tablice kubetkéw (list). Ostatecznie,
cale rozwigzanie ma ztozonos$¢ czasowa O(M Inln M), a pamieciowa O(M).

Testy

Przygotowanych zostato 10 zestawow testowych. Jesli dana grupa sklada sie z wiecej
niz jednego testu, to pierwszy test jest testem poprawnos$ciowym, co moze np. ozna-
czal, ze odleglosci do najblizszych liczb sa wieksze anizeli w losowym tescie. W tych
testach parametr n jest zazwyczaj stosunkowo niewielki.

Nazwa n M Opis
odl1.in 50 95 | test losowy
odl2.in 345 698 | potegi liczb pierwszych

IPrzyktad takiego wykorzystania sita Eratostenesa mozna znalezé w opracowaniu zadania Zapy-
tania z XIV Olimpiady Informatycznej [14].
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Nazwa n M Opis

odl3a.in 584 3499 | troche maksymalnych poteg liczb pierw-
szych, troche losowy

odl3b.in 1000 3500 | losowy test wydajnosciowy

odlja.in 11884 80649 | liczby o nieparzystej i wickszej niz 4 sumie
wyktadnikéw w rozktadzie

odl}b.in 21234 47288 | losowy test wydajnosciowy

odlba.in 13459 150000 | kilka liczb, od ktérych jest daleko do naj-
blizszego elementu, reszta losowa

odl5b.in 50001 150001 | losowy test wydajnos$ciowy

odl6a.in 34209 399989 | mniejsze liczby: losowe, wigksze liczby:
maksymalne potegi liczb pierwszych

odl6b.in 73900 234564 | losowy test wydajnosciowy

odl7a.in 36118 756432 | duzo liczb, od ktorych odlegtosé¢ do naj-
blizszej to 2, troche mniej tych, od ktérych
odleglosc¢ to 3

0dl7b.in 86 023 803819 | losowy test wydajnosciowy

odl8a.in 63 759 999999 | duzo liczb o odlegtosci co najmniej 2, nie-
liczne o duzo wigkszych odleglosciach do
im najblizszych

odl8b.in 98 837 853983 | losowy test wydajnosciowy

odl9a.in 1482 999 810 | losowe odlegtosci miedzy 1 a b

odl9b.in 99048 | 1000000 | losowy test wydajnosciowy

odl10a.in 1176 | 1000000 | potegi liczb naturalnych o wyktadnikach
wiekszych niz 1

odl10b.in | 100000 999996 | losowy test wydajnosciowy

odl10c.in | 100000 999999 | maksymalne wejscie
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Randka

Bajtazar jest straznikiem przyrody i pracuje w Jaskini Strzalkowej — znanym miejscu schadzek
zakochanych par. Jaskinia ta sklada sie z n komor polgczonych jednokierunkowymi koryta-
rzami. W kazdej komorze dokladnie jeden wychodzqcy z niej korytarz jest oznaczony strzalkg.
Kazdy korytarz prowadzi bezposrednio z jednej komory do pewnej (niekoniecznie innej) ko-
mory.

Notorycznie zdarza sie, Ze zakochane pary, ktére umawiajg sie na randki w Jaskini Strzal-
kowej, zapominajq dokladnie ustali¢ miejsce spotkania i nie mogq sie odnalezé. W przeszlosci
prowadzito to do wielu nieporozumien i pomylek. .. Od czasu, gdy w kazdej komorze zainsta-
lowano telefon alarmowy tgczqcy z dyzurnym straznikiem przyrody, gtéownym zajeciem straz-
nikow stato sie pomaganie zakochanym parom w odnajdowaniu sie.

Straznicy wypracowali nastepujgcg metode. Wiedzqe, w ktdrych komorach znajdujg sie
zakochani, mowig kazdemu z nich, ile razy, odpowiednio, powinien przejs¢ z komory do komory
korytarzem oznaczonym strzalkq, aby oboje mogli sie spotkaé. Przy tym, zakochani bardzo
cheg spotkaé sie jak nmagszybciej — zalezy im przeciezZ, aby razem milo spedzaé czas, a nie
samotnie przemierzac korytarze. Straznicy starajq sie podawaé zakochanym parom takie liczby,
aby ich maksima byly mozliwie jak najmniejsze.

Bajtazar jest juz zmeczony cigglym pomaganiem zakochanym i poprosil Cie o napisanie
programu, ktéry by to usprawnil. Program ten, na podstawie opisu Jaskini Strzalkowej oraz ak-
tualnego polozenia k zakochanych par, powinien wyznaczyc k par liczb x; i y;, takich Ze:

e jezeli i-ta para zakochanych przejdzie odpowiednio: on x;, a ona y; korytarzami ozna-
czonymi strzatkami, to spotkajq sie w jednej komorze jaskini,

o maz(z;,y;) jest jak najmniejsze,
o w drugiej kolejnodci min(x;,y;) jest jak nagmniejsze,

® jezeli rozwigzanie wcigz nie jest jednoznaczne, to kobieta powinna pokonywaé mniejszy
dystans.

Moze sie tak zdarzyé, Ze takie liczby x; i y; nie istniejg — wowczas przyjmujemy,
zew; =y; =—1.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajdujg sie dwie dodatnie liczby catkowite n
ik (1 <n<500000,1<Ek< 500000), oddzielone pojedynczym odstepem i okreslajgce
liczbe komor w Jaskini Strzatkowej i liczbe zakochanych par, ktdre cheq sie odnaleZé. Komory
sq ponumerowane od 1 do n, natomiast zakochane pary sqg ponumerowane od 1 do k.

W drugim wierszu wejscia znajduje sie n liczb catkowitych dodatnich, pooddzielanych
pojedynczymi odstepami: i-ta liczba w tym wierszu okresla numer komory, do ktdrej prowadzi
korytarz oznaczony strzatkq wychodzgcy z komory numer i.
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W kolejnych k wierszach znajdujg sie kolejne zapytania zakochanych par. Kazde zapy-
tanie sklada sie z dwdch liczb catkowitych dodatnich oddzielonych pojedynczym odstepem —
oznaczajg one numery komor, w ktorych znajduje sie dana para zakochanych — nagjpierw on,
a potem ona.

W testach wartych lgcznie 0% punktéw zachodzg dodatkowe warunki n < 2 000 oraz
k< 2000.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé¢ na standardowe wyjscie dokladnie k wierszy, po jednym
dla kazdej pary zakochanych z wejscia: i-ty wiersz wyjscia powinien opisywac wynik dla i-
tej pary z wejscia. Kazdy wiersz wyjscia powinien sktadaé sie z dwdch liczb catkowitych x;, y;,
oddzielonych pojedynczym odstepem.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: Og <——10 4

12 5 2
435511121299 71
72

3

8 11
12
9 10
10 5
poprawnym wynikiem jest: 88— > 12=<«——— 7 =<=—11
23

12

22

01

-1 -1

Rozwigzanie

Analiza problemu

Na poczatku zastanéwmy sie, jaka posta¢ ma graf opisany w tym zadaniu. Jest on
skierowany, a z kazdego wierzcholka wychodzi dokladnie jedna krawedz. Nasz graf
sktada sie zatem z pewnej liczby cykli, do ktérych moga byl dotaczone drzewal.
W dalszym opisie przyjmiemy, ze kazdy wierzchotek cyklu stanowi korzen pewnego
drzewa — w niektorych przypadkach drzewo to sktada si¢ tylko z tego wierzcholtka.
Nastepnie mamy dana liste par wierzcholkéw w tym grafie. Dla kazdej pary
wierzcholtkéw musimy znalezé taka optymalng pare liczb x, y, ze po przejéciu x krokéw

LCiekawe wlasnoéci takich graféw byty niejednokrotnie wykorzystywane w rozwigzaniach za-
dani olimpijskich, np. w zadaniu Mafia z XV Olimpiady Informatycznej [15] i w zadaniu Szpiedzy
z XI Olimpiady Informatycznej [11].
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z pierwszego wierzchotka i y krokéow z drugiego dojdziemy do tego samego wierzchotka.
Szukana optymalna para x,y powinna przede wszystkim minimalizowa¢ max(x,y),
w drugiej kolejnosci — min(x, y), a w trzeciej kolejnosci — parametr y.

Pomyslmy teraz, gdzie moze leze¢ wierzchotek, w ktérym nastapi spotkanie. Moz-
liwe sg trzy przypadki:

1. Wierzchotki leza na jednym drzewie i na nim tez si¢ spotkaja.

2. Wierzchotki leza na réznych drzewach, ktérych korzenie znajduja sie na jednym
cyklu. Wowcezas spotkanie nastapi na tym cyklu.

3. Wierzcholki nie moga si¢ spotkac.

Rozwigzanie silowe

Na podstawie powyzszych obserwacji mozemy skonstruowaé pierwsze rozwiazanie.
Zaznaczamy wszystkie wierzchotki, do ktorych moze doj$é pierwsza osoba. Nastepnie
druga osobe przesuwamy po strzatkach, az dojdzie do jednego z wierzchotkéw, ktore
zaznaczyliSmy. PéZniej robimy to samo, odwracajac role. Jako wynik podajemy lepsze
z dwdch znalezionych miejsc spotkania (uzywajac zadanego kryterium poréwnywania
wynikéw). Nalezy pamigtaé¢ o przypadku, w ktérym osoby nie moga sie spotkaé.

Dlaczego otrzymany w ten sposéb wynik jest optymalny? Wréémy do okre$lonych
wczesniej przypadkéw.

W pierwszym przypadku, wykonujac powyzszy algorytm, znajdziemy najblizszego
wspolnego przodka danej pary wierzchotkéw w drzewie. Jedynymi innymi potencjal-
nymi miejscami spotkan sa wierzchotki blizsze korzenia lub wierzcholki lezace na cy-
klu. Jednak zeby do nich dojsé, trzeba zwiekszy¢ zardwno z, jak i y, co z oczywistych
wzgledéw nie da nam lepszego wyniku.

Drugi przypadek jest troche bardziej skomplikowany. Potencjalne miejsca spo-
tkan leza na cyklu. Jesli wiec ktérys wierzchotek z pary nie lezy na cyklu, to musi
przej$¢ w gore drzewa, az dojdzie do cyklu. Teraz sa dwie mozliwosci: albo pierwszy
wierzchotek przejdzie po cyklu do drugiego, albo na odwrét. Tym dwém przypadkom
odpowiadaja dwa przebiegi naszego algorytmu. Zatem bierzemy pod uwage dwa po-
tencjalne miejsca spotkan: pierwszy wierzchotek lezacy na cyklu nalezacy do Sciezki
wychodzacej z pierwszego wierzcholtka pary oraz analogiczny wierzcholek nalezacy
do Sciezki wychodzacej z drugiego wierzchotka z pary. Kazdy inny wierzchotek cyklu
moze by¢ tylko gorszym kandydatem na miejsce spotkania, poniewaz Sciezki z oby-
dwu wierzchotkéw z pary do dowolnego niewybranego przez nas wierzchotka na cyklu
prowadza, odpowiednio, przez wybrane przez nas miejsca.

Zlozono$é czasowa tego rozwiazania to O(n - k).

Whnioski z rozwigzania silowego

Analizujac rozwigzanie sitowe, poczyniliémy bardzo wazne spostrzezenia.

1. Jesli wierzcholki z pary leza na jednym drzewie, to wynikiem jest ich najnizszy
wspélny przodek (tzw. LCA, ang. lowest common ancestor).
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2. W przeciwnym razie jedynymi kandydatami na optymalne miejsce spotkania
sq pierwsze wierzchotki na Sciezkach wychodzacych z danej pary wierzchotkdw,
ktére leza na cyklu.

Optymalizacje

Optymalne miejsca spotkan zalezg od przypadku, z ktérym mamy do czynienia. Mu-
simy wiec umie¢ szybko go okreélaé. Dla kazdego wierzchotka znajdujemy cykl, do kto-
rego mozna z niego dojé¢, oraz drzewo, w ktorym sie znajduje. Zrobimy to w dwoch
krokach.

W pierwszym kroku chcemy znalezé cykl. W tym celu wybieramy dowolny wierz-
chotek i idziemy po strzatkach. Musimy w koncu doj$¢ do odwiedzonego wczesdniej
wierzcholka. To bedzie oznaczato, ze znalezlidmy cykl; teraz wystarczy przejs¢ po nim,
zaznaczajac go. Mozna to zrobi¢ przy pomocy algorytmu przedstawionego ponizej.

1: for i:=1 to n do begin
2. odwiedzony[i] := false;
3 cyklli] == —1;
4: end

5. wierzcholek := 1;
6: while not odwiedzony[wierzcholek] do begin
7. odwiedzony[wierzcholek] := true;

8.  wierzcholek := nastepny|wierzcholek];

9: end

10: { W tym miejscu wierzcholek lezy na cyklu }
11: ostatni_wierzcholek := wierzcholek;

12: do

13: cyklwierzcholek] := nr_cyklu;

14:  wierzcholek := nastepny|wierzcholek];

15: while wierzcholek # ostatni__wierzcholek;

W drugim kroku zaznaczamy drzewa, ktére wchodza do cyklu znalezionego
w pierwszym kroku. Przechodzimy po wszystkich wierzchotkach nalezacych do cy-
klu. Z kazdego z nich idziemy w przeciwna strone do tej, ktéra pokazuja strzatki,
do wierzchotkéw, ktore nie maja jeszcze przypisanego cyklu. Innymi stowy, przeszu-
kujemy wszerz (algorytm BFS) graf odwrécony. Kazdemu wierzchotkowi zapisujemy
numer wierzchotka cyklu, z ktérego przyszliSmy do tego wierzchotka, jako numer jego
drzewa. Wierzcholki lezace na cyklu sa korzeniami tych drzew.

Po wykonaniu tych dwéch krokéw mamy oznaczony jeden cykl oraz wszystkie jego
drzewa. Musimy powtarza¢ ten algorytm, dopéki istnieja nieoznaczone wierzchotki,
ignorujac wierzcholki, ktore juz zostaly oznaczone.

Wszystkie wstepne obliczenia dzialaja w zlozonosci O(n). Obliczona za ich pomoca
struktura danych pozwala latwo okredlaé, dla kazdego zapytania, z ktéorym przy-
padkiem mamy do czynienia. Odtad skupimy sie na rozwiazywaniu obu przypadkow
osobno.
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Pierwszy przypadek: LCA

Zakladamy, ze obydwa wierzcholki z pary leza na jednym drzewie i szukamy ich naj-
nizszego wspolnego przodka. To juz jest standardowy problem. Algorytm znajdujacy
LCA w czasie O(log n) (po wstepnych obliczeniach o zlozonosci czasowej i pamieciowej
O(nlogn)) mozna znalezé, na przyklad, w opisie rozwiazania zadania Komiwojazer
Bajtazar z IX Olimpiady Informatycznej [9].

Drugi przypadek: wynik lezy na cyklu

W tym przypadku mamy dwéch kandydatéw na optymalne miejsce spotkania. Musi
nim by¢ korzen drzewa, na ktérym lezy jeden z danych wierzchotkéw.

Przede wszystkim, obydwa wierzchotki musza zna¢ swoja odlegtos¢ od korzenia.
Takie wartoéci mozemy latwo zapamigtywaé podczas wstepnych obliczeni (algorytm
BFS).

Teraz musimy jeszcze obliczy¢ odlegto$é na cyklu z pierwszego korzenia do dru-
giego, a takze z drugiego do pierwszego. Zeby to zrobié, zapamietujemy diugosé cyklu
oraz numerujemy kolejno jego wierzchotki. Odlegtosé miedzy dwoma korzeniami na cy-
klu to réznica ich numeréw, gdy jest dodatnia, lub dlugo$é¢ cyklu pomniejszona o te
roznice w przeciwnym przypadku.

Podsumowanie

W celu okredlenia przypadku wykonujemy wstepne obliczenia dzialajace w czasie
O(n). Potrzebujemy takze czasu O(nlogn) na wstepne obliczenia zwiazane z wy-
znaczaniem LCA par wierzchotkéw. Nastepnie k razy znajdujemy optymalne miejsce
spotkania. Obliczanie LCA dziala w czasie O(logn), a obliczanie wyniku na cyklu —
w czasie O(1).

Caly algorytm dziata wiec w czasie O((n + k)logn) i pamieci O(nlogn).

Testy

Rozwiazania zawodnikéw sprawdzano za pomoca 10 zestawéw testowych. Testy 11 2
to proste testy generowane recznie. Kazdy z zestawéw 3-10 sktadal sie z trzech testow
nastepujacych typow:

a — jedna bardzo dluga galaZ z losowymi zaburzeniami. Na takich testach wolno
dziataja te rozwigzania, w ktoérych wyznaczanie LCA jest liniowe.

b — jeden bardzo duzy cykl z losowymi zaburzeniami. Na takich testach wolno
dzialaja te rozwiazania, w ktérych wyznaczanie najkrétszej Sciezki na cyklu jest
liniowe.

¢ — test zawierajacy rozne trudne przypadki. Maly graf i kilka zapytan sa wszedzie
takie same, reszta wierzchotkéw i zapytan jest wybrana losowo.

Na nastepnej stronie mozna znalezé tabele zawierajaca parametry poszczegdlnych
testow.
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Nazwa n k

ranl.in 3 )
ran.in 9 4
ran3abe.in 1000 1000
ran4abc.in 2000 2000
randabc.in 50000 50000
ran6abe.in 100 000 100000
ran7abc.in 200 000 200000
ran8abe.in 500 000 250 000
ran9abe.in 500000 500000
rani0abc.in 500 000 500000
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Studnia

Bagjtazar wybral sie na wyprawe wzdtuz Suchej Rzeki, ktora przecina Pustynie Bajtockg. Nie-
stety Sucha Rzeka wyschla, a Bajtazarowi skonczyla si¢ woda. Jedynym ratunkiem dla Bajta-
zara jest wykopanie studni na dnie wyschnietego koryta rzeki i dokopanie sie do wody.

Bajtazar postanowil dobrze przemysle¢, co ma zrobié, zanim weZmie sie za kopanie —
wie, zZe jesli opadnie z sil, a nie dokopie sie do wody, to bedzie mial skrajnie male szanse
na przetrwanie. Udalo mu sie okresli¢, na jakiej glebokosci pod dnem rzeki zalega woda. Wie
tez, na ile kopania starczy mu sil. Boi sie tylko, Zeby w czasie kopania nie osunela sie ziemia,
gdyz moze go pogrzebaé Zywcem. Bajtazar przestal Ci (przez telefon satelitarny) opis topografii
koryta rzeki. Poprosit Cie o wyznaczenie planu, gdzie ma kopaé, tak aby dokopaé sie do wody,
zanim opadnie z sit, a rownoczesnie, Zeby zbocza w wykopie byly jak najlagodniejsze. Bajtazar
czeka na Twojg pomoc!

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia sq zapisane dwie dodatnie liczby calkowite n oraz
m (1 <n<1000000,1<m< 1018), oddzielone pojedynczym odstepem. W drugim wierszu

znajduje sie n dodatnich liczb calkowitych x1,22,...,2y (1 < z; < 109), pooddzielanych
pojedynczymi odstepami.
Bajtazarowi zostalo sil na m ruchéw topatqg. Liczby x1,x2, ..., Ty stanowiq opis topografii

koryta Suchej Rzeki, zdatnego do kopania studni. Liczby te reprezentujq grubo$é warstwy
piasku ponad poziomem wody gruntowej, w kolejnych miejscach, co metr wzdiuz koryta rzeki.
Jednym ruchem lopaty Bajtazar moze wybraé tyle piachu, aby jedng z liczb x; zmniejszyé
o 1. Jezeli ktorakolwiek z liczb x;, powiedzmy xi, zmniejszy sie do 0, bedzie to oznaczad, ze
Bajtazar dokopal sie do wody. Poza dokopaniem sie do wody w co najmniej jednym punkcie
koryta rzeki, Bajtazarow: zalezy na tym, aby na koricu nastepujgca liczba z, charakteryzujgca
nachylenie piaszczystych zboczy:
c= i:l,g?.c.bfn—l i = zigal,
byla jak najmniejsza. Jezeli istnieje wiele poprawnych wartosci liczby k, reprezentujgcej miej-
sce, w ktorym Bajtazar powinien dokopaé sie do poziomu wody, Twdj program powinien wypi-
saé¢ dowolng z nich. Mozesz przyjqcé, zZe poza miejscami 1,2, ..., n na wszystkich gleboko$ciach
znajduge sie lita skata oraz ze Bajtazar zawsze bedzie mial wystarczajgco duzo sity, Zeby w kto-
ryms$ miejscu dokopac sie do wody.
W testach wartych co nagmniej 35% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 10 000.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie dwie liczby calkowite oddzielone
pojedynczym odstepem: miejsce k, w ktérym Bajtazar powinien dokopaé sie do wody, oraz
najmniejszqg mozliwg wartosé liczby z.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych:
16 15
8765555566789 755

poprawnym wynikiem jest:
12

Na powyzszym rysunku prawidlowy wykop Bajtazara oznaczono szarym kolorem.

Rozwigzanie

Pierwsze podejscie

Rozwazania rozpoczniemy od skonstruowania najprostszego rozwiazania, ktore be-
dziemy stopniowo ulepszac, az dojdziemy do efektywnego algorytmu.

Na poczatku ustalmy k i z. Chcemy sprawdzi¢, czy mozna dokopaé sie do wody
w punkcie k, tak aby nachylenie zbocza nie przekroczylo z. Dla tych parametréw,
przez (y;) oznaczmy ciag opisujacy topografie koryta rzeki po dokopaniu sie do wody
przy minimalnej liczbie ruchéw lopata (niedlugo okaze sig, ze jest on wyznaczony
jednoznacznie). Chcemy stwierdzié, czy:

n

D (@i —y) <m.

i=1

Po pierwsze, wiemy, ze yr = 0, bo w tym miejscu dokopalismy sie do wody.
Dla i # k pozostawmy y; = x; i postarajmy sie teraz wygladzi¢ teren (tzn. usunaé
cze$é piasku tak, aby nachylenie nie przekraczalo z). Wyobrazmy sobie, ze idziemy
w prawo i kiedy natrafiamy na prég o wysokosci wiekszej od z, pomniejszamy go.
Nastepnie powtarzamy te czynno$é, idac w lewo. Ponizej przedstawiamy pseudokod
tej procedury i dowéd poprawnosci (ciagowi (y;) odpowiada w kodzie tablica y[]):

: for i:=1ton—1do

if y[i +1] > y[i] + 2z then
yli +1] = yli] + z;

: for i :=n downto 2 do

if y[i — 1] > y[i] + z then
yli — 1] = yli] + %

AR S

Lemat 1. Dla ciagu (y;) po wykonaniu powyzszej procedury zachodzi:
Viet,n-1 ¥ — Y1 < 2 (1)
i kazdy inny ciag (v;) o tej wlasnosci, 0 < v; < x;, v = 0, spelnia:

Vie1,.n Vi < Yi.
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Dowdd: Zal6ézmy, ze po wykonaniu podanego algorytmu nier6wnosé (1) nie jest spel-
niona, tzn. dla pewnego j zachodzi y; > y;11+2zlub y;41 > y;+2. Pierwsza mozliwosé
jest wykluczona, poniewaz w drugiej czesci procedury dla ¢ = j + 1 poprawilismy y;,
tak aby zachodzilo y; < y;+1 + 2, a pézniej zadna z tych liczb nie byla zmieniana.
W drugim przypadku natomiast wiemy, ze po przejéciu w prawo bylo y;11 < y; + 2.
Idac w lewo, nie mogliSmy zwiekszy¢ y;11. Jedli za$ y; zostalo zmienione, to speknia
réwnosé y; = yj41 + 2, co jest sprzeczne z zalozeniem.

Druga czesé tezy dowiedziemy indukcyjnie. Doktadniej, pokazemy, ze dla dowol-
nego ciggu (z})"_; (odpowiadajacego ciagowi (x;)"_; z ustawionym xp = 0) i cia-
géw (yi) 1 (v;)f,, ograniczonych z géry przez ciag ) i spelniajacych nieréwnosé
typu (1), przy czym ciag y; jest skonstruowany za pomoca podanego wyzej algorytmu,
dla kazdego ¢ zachodzi v; < y;. Baza indukcji jest trywialna. Przypuéémy, ze teza
zachodzi dla wszystkich ciggéw dlugoséci n — 1. Pokazemy, ze stad wynika teza dla
ciagoéw dlugosci n.

Zauwazmy, ze va,Yys < min(zh, a) + z). Co wiecej, gdyby$my w podanym wyzej
algorytmie wystartowali od ciagu min(zh, 2} + 2),25,...,2,, skonstruowaliby$my
wlasnie ciag ys2,ys, ..., yn. Stosujac w tym miejscu zalozenie indukcyjne, dostajemy
v; < y; dla i > 1. Wreszcie

v1 < min(zy, vz + 2) < min(zh, y2 +2) =1,
co dowodzi tezy indukcyjnej. |

7 powyzszego lematu wynika, ze nasza procedura minimalizuje liczbe ruchéw
topata potrzebnych do wygtadzenia terenu. Wiemy zatem, jak sprawdza¢ w czasie
O(n), czy mozemy dokopaé sie do wody dla zadanych k oraz z. Oczywiscie, jesli
mozemy dokopaé sie do wody w punkcie k z nachyleniem nie wiekszym niz z, to dla
z 4+ 1 réowniez dostaniemy pozytywng odpowiedz. Ponadto dla z = max x; nie trzeba
nic wygladzaé¢ — wystarczy dokopaé sie do wody w najnizszym punkcie, a w tresdci
zadania zagwarantowano, ze jest to mozliwe. To pozwala znajdowaé¢ najmniejsze z
przy pomocy wyszukiwania binarnego, co stanowi klucz do istotnego przyspieszenia
obliczen. Zaprezentowane rozwiazanie dziala w czasie O(n? log (max z;)) i pozwalalo
na zawodach zdoby¢ troche punktéw, ale niestety nie radzilo sobie z najwigkszymi
testami.

Rozwigzanie wzorcowe

Aby pozby¢ si¢ ztozonosci kwadratowej, musimy sprytniej obliczaé liczbe potrzebnych
ruchéw topata. Cofnijmy sie do miejsca, w ktérym przyjelismy yr = 0, i zalézmy, ze z
jest ustalone. Wiemy, ze yr—1,Yx+1 < 2, bo inaczej przekroczylibySmy dozwolone
nachylenie. Indukcyjnie pokazujemy, ze yr—;,yp+; < jz dla j = 1,2,... Z tego
wynika, Ze ze studni musimy usuna¢ caly piasek zawarty w ,,odwroconej piramidzie”
o $rodku w k i nachyleniu z (patrz rys. 1).

Czy to wystarczy do zapewnienia bezpieczenstwa? Ot6z nie; na rysunku widaé, ze
problem moze pojawi¢ sie z dala od pozycji k lub zbocze w okolicy pozycji k moze
mieé nieregularny ksztalt.
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Rys. 1:  Zakreskowany teren to odwrécona piramida dla z = 2. Po lewej stronie
widaé¢ pierwotna topografie, po prawej za$ teren po usunieciu piasku
z piramidy.

Jednak po chwili zastanowienia mozna zaryzykowac teze, ze trudnosci te nie mia-
lyby miejsca, gdyby nachylenie studni przed rozpoczeciem kopania nie przekraczalo z.
Nasz wysitek umystowy z pierwszego rozdziatu nie péjdzie na marne — dzieki lema-
towi 1 wiemy, jak optymalnie wygladzié¢ ciag (z;) dla zadanego z, a potem spréobujemy
sztuczki z piramida. Najpierw jednak musimy przekonaé sie, czy to aby na pewno
wystarczy.

Lemat 2. Wygladzenie ciagu (z;) do nachylenia z oraz usuniecie piasku zawartego
w piramidzie o $rodku w k i nachyleniu z zadaje bezpieczny wykop do punktu k przy
minimalnej liczbie ruchéw lopata.

Dowéd: Przez (y;) oznaczmy ciag po wygladzeniu, za$ przez (u;) — ciag kon-
cowy. Usunigcie piasku z piramidy oznacza, ze na pozycji ¢ otrzymamy wyraz
u; = min(y;, |¢ — k| - 2). Upewnimy si¢ teraz, ze dla kazdego i zachodzi u; < u;q1 + 2.
Bez trudu dostajemy:

u; < Yi S Yit1 + 2,
up < li—k[-2<[@+1) =kl 242,

a z potaczenia tych dwoch nieréwnos$ci mamy
w; <min(yr1 + 2, [+ 1) — k|- 24 2) = min(y;+1, |0+ 1) — k|- 2) + 2 = uip1 + 2.

Symetryczna nieréwno$¢ dowodzimy w taki sam sposob.

Niech teraz (v;) bedzie dowolnym ciagiem zadajacym bezpieczny wykop przy zalo-
zeniach lematu. Jest on, w szczegdlnosei, ciagiem wygladzajacym (z;), wiec na mocy
lematu 1 wiemy, ze v; < y; dla kazdego i. W polaczeniu z nieréwnoscia v; < |i — k| - z,
otrzymujemy:

v; < min(y;, |0 — k| - 2) = u;.

To dowodzi, ze liczby ruchdéw lopata nie da sie poprawic. |
Daje to nastepujacy pomyst na lepszy algorytm: wyszukujemy binarnie z i dla

ustalonego z wygtadzamy teren, po czym obliczamy, ile piasku miesci sie w odwro-
conych piramidach dla réznych k. Chcemy rozstrzygnaé, czy dla pewnego k laczna
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liczba ruchéw ruchéw topata nie przekracza m. Pozostaje tylko wymysli¢ sposéb na
szybkie obliczanie zawartosci piramid.

Studnia pelna piramid

Na poczatek zauwazmy, ze dla z = 0 wystarczy sprawdzi¢, czy > ., z; < m. Nie-
uwzglednienie tego przypadku moze prowadzi¢ do bledéw w dalszej czedci rozwazan.

Przyjmijmy teraz, ze z > 0. Niech ciag y; oznacza wygladzony ciag z;. Chcemy
dla kazdego k obliczy¢ sume postaci Y . max(y; — |i — k| - z, 0). Warto pomysleé,
jak zmieni sie taka suma, gdy k zwiekszymy o 1. Na rysunku 2 wida¢ dwa zbiory,
w ktorych leza fragmenty gruntu odpowiednio wchodzace do piramidy i wychodzace
z piramidy w trakcie jej przesuniecia. Nazwijmy te zbiory prawg i lewg skosng, a ich
rozmiary oznaczmy przez p; i l;. Jasne jest, ze znajac liczbe pél kazdej skosnej oraz
zawartos¢ piramidy dla k = 1, latwo wyznaczymy odpowiedzi dla kazdego k. Jako
ze pierwsza piramide mozemy zbadaé¢ w czasie O(n), skupimy sie teraz na obliczeniu
ciagu p; w czasie O(n) (wéwczas ciag l; mozna bedzie wyznaczy¢ w ten sam sposéb).

<

Rys. 2:  Piramida, przesuwajac si¢ o jednostke w prawo, wchiania prawa skosna
i pozostawia po sobie lewa sko$na.

Rozwazmy pewne j € {1,...,n}. Zastanéwmy sie, dla jakich ¢, i-ta prawa skos$na
zawiera piasek z pozycji j. Na pewno y; mod z najwyzszych warstw trafi do skosnej
0 numerze j — L%J, o ile, rzecz jasna, warstwa o takim numerze istnieje. Natomiast
wszystkie skosne z przedzialu [max(j + 1 — ||, 1), j] dostang po z warstw piasku,
patrz takze rys. 3.

Oczywiscie, bezpoérednia aktualizacja sko$nych doprowadzitaby nas z powrotem
do czasu kwadratowego. Zamiast tego mozemy jedynie zaznaczy¢, gdzie zaczyna sie
i koriczy przedzial prawych skosnych, ktérych rozmiary chcemy zwiekszyé o z, a fak-
tyczne sumowanie wykona¢ na samym koncu. Méwiac dokladniej, je$li w pomocniczej
tablicy z licznikami ¢[] na poczatku interesujacego nas przedzialu ustawimy 1, a tuz
za jego koncem —1, to liczba przedzialéw pokrywajacych skosna o numerze ¢ bedzie
réwna t[1] + ... + t[i]. Pozwala to wyznaczyé ciag p; nastepujacym algorytmem (za-
kladamy, ze tablice t[] i p[] sa na poczatku wypelnione zerami):

1. for j:=1 to n do begin
2. tmax(j+ 1 —y[j] div 2, 1)] +=1;
3 tj+1] =1

4 if j—y[j] div z > 0 then
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plj = ylj] div 2] += y[j] mod z;
end
sum := 0;
for i:=1 to n do begin
sum += tli];
10:  pli] += z - sum;
11: end

2 3 4 5

Rys. 3:  Niech j =5, 2z =31 ys = 11. Rysunek przedstawia, ile piasku z piatej
pozycji trafi do poszczegdlnych prawych skosnych: 2 warstwy zasila pa,
za$ do p3,p4,ps trafia po 3 warstwy.

Mozemy w tym momencie podsumowaé nasze rozwazania, prezentujac pseudokod

funkcji rozstrzygajacej, czy mozna dokopaé si¢ do wody przy nachyleniu nieprzekra-
czajacym z. Funkcja zwraca najmniejszy poprawny indeks k, jedli bezpieczny wykop
jest mozliwy, a w przeciwnym razie —1.

1: function sprawdZ nachylenie(z, m)

2: begin

3yl := wygladZ(x]], 2);

4. p[] := oblicz_prawe__skosne(y]], z);
5. U[] := oblicz_lewe__skosne(yl], z);
6: koszt :=0; piramida := 0;

7. for i:=1 to n do begin

8: koszt += z[i] — y[i];

9: piramida += max(y[i] — (i — 1) - z, 0);
10:  end

11:  if koszt + piramida < m then

12: return 1;

13:  for k:=2 to n do begin

14: piramida += p[k];

15: piramida —= [k — 1];

16: if koszt + piramida < m then

17:

return k;
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18:  end
19: return —1;
20: end

Dotaczajac do powyzszego pseudokodu wyszukiwanie binarne wartosci z, uzyskujemy
algorytm wykonujacy O(nlog(max x;)) operacji i wykorzystujacy liniowa pamie¢.

Rozwigzania niepoprawne

Autorzy testéw przewidzieli takie btedy, jak wyréwnywanie jedynie stoku woké6t miej-
sca wykopu, pominiecie przypadku z = 0, czy tez korzystanie ze zbyt matego typu do
reprezentacji liczb catkowitych.

Inne niepoprawne rozwigzanie polega na prébie dokopania sie do wody jedynie
w miejscach o najmniejszej gruboéci piasku. Modyfikacja tej strategii, ktora wybiera
np. 30 punktéw o najmniejszej wysokosci, dziala nieco lepiej — jakkolwiek tatwo
wskaza¢ kontrprzyktad na nia, trzeba przyznaé, ze niezle radzi sobie z testami loso-
wymi.

Rozwigzania wolniejsze

Oprécz  wspomnianego na poczatku algorytmu, dzialajacego w  czasie
O(n?log(maxx;)), mozna wymyslié szereg rozwiazaii o zlozonosci czasowej
O(nlognlog(max z;)). Jednym z nich jest modyfikacja rozwiazania wzorcowego,
korzystajaca z tzw. drzewa licznikowego, zwanego tez drzewem przedzialowym!, do
obliczenia zawartosci skosnych. Innym przykladem jest zastosowanie wolniejszego
algorytmu wygtadzania terenu, w ktorym znajdujemy kolejno miejsca o najnizszej
wysoko$ci gruntu, uzywajac do tego kolejki priorytetowej. Wiadomo, ze z najnizszego
miejsca nie warto usuwaé piasku, wiec mozna od razu zaktualizowaé sasiednie pozycje
i wyrzuci¢ minimum z kolejki. Widaé, ze po wykonaniu tej operacji n razy teren
zostanie wygladzony. Rozwiazania o takiej ztozonosci mogty zdoby¢ 60 punktéw lub
wiecej, w zaleznosci od jakosci implementacji.

Rozwiazania dzialajace liniowo wzgledem m lub max x; nie miaty wiekszych szans
na osiagniecie wyniku powyzej 30 punktéow. Nalezaly do nich w szczegdlnoéci pro-
gramy niekorzystajace z wyszukiwania binarnego.

Testy

Do tworzenia testéw uzywane byly funkcje generujace losowe ciagi liczb: rosnace,
malejace i dowolne. W ponizszym opisie ,,dotek” oznacza ciag liczb, ktory do pewnego
miejsca jest malejacy, a potem rosnacy. Natomiast ,nieréwny dotek” powstaje z dotka
przez podzielenie go na fragmenty réwnej dlugoéci i losowe poprzestawianie elementow
w kazdym z tych fragmentow z osobna. Podobnie definiujemy ,,gérke” i ,nieréwna
gérke”. Tabelka na nastepnej stronie zawiera krétkie opisy testéw z zestawu.

LOpis tej struktury danych mozna znalezé np. w opracowaniu zadania Tetris 8D z XIII Olimpiady
Informatycznej [13] czy opracowaniu zadania Koleje z IX Olimpiady Informatycznej [9].
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Nazwa n m Opis

stul.in 71 236 | maly dotek z nieréwnosciami na $rodku

stula.in 237 821 | maly dolek z nieréwnosciami na $rodku
otoczony spadami

stu2b.in 842 681835 | niewielki losowy test, odpowiedz 0

stud.in 2042 4423 | niewielki nieréwny dotek

stu4a.in 5000 2521 | trzy niewielkie doltki, skrajne sa nieréwne

stu4b.in 10 000 5 | specyficzny test z malymi liczbami, précz
jednej na srodku

stugc.in 10 000 10'2 | duza liczba dotkéw, z ktérych jeden jest
szerszy i pltytszy

studa.in 10000 500000 | sredni test, doltek otoczony losowymi war-
to$ciami

stusb.in 10000 ~ 10" | dosyé duzy losowy test, odpowiedz O

stubc.in 10000 101t | duza liczba losowych odcinkéw, z ktérych
jeden jest szerszy i srednio nizszy

stuba.in 486000 | 2414746423 | 54 érednie dotki

stubb.in 75000 811178223 | dotek z nieréwnosciami na srodku

stu7a.in 100000 828 | specyficzny test z jedna poprawna odpo-
wiedzig,

stu7b.in 140000 411651544 | dotek z nieréwnosciami na srodku

stu7c.in 450000 898889 | duzy losowy test

stu8a.in 150000 2 | specyficzny test z jedng poprawna odpo-
wiedzig,

stu8b.in 90 000 1059865233 | dotek z nieréwnosciami na $rodku

studa.in 400 000 352247 | duzy dotek z nieréwnosciami na srodku

stu9b.in 550000 ~3-10" | duzy dolek z nieréwnosciami na érodku

stulla.in 500 000 10'® | duza nieréwna gérka, odpowiedz 0

stul0b.in 700000 ~ 102 | duzy dolek z nieréwnosciami na érodku

stulla.in | 1000000 | 15486352148 | 150 nieréwnych dotkéw

stul1b.in | 1000000 500000000 | maksymalny dotek

stullc.in | 1000000 ~5-10'2 | duzy dolek z nieréwnosciami na érodku

stul2a.in | 1000000 ~5-10" | maksymalny dolek z nieréwno$ciami na
srodku

stul2b.in 750000 2 | specyficzny test z jedna poprawna odpo-
wiedzia
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