Podciagi

Autor zadania i opisu: Karol Pokorski

Zacznijmy od tego, ze rozwiazanie zawsze istnieje, wigc uwaga o wypisywaniu NIE to jest
pic na wode.

Problem odwrotny

Zadajmy sobie naturalne pytanie: majac dane stowo, jak sprawdzié, ile ono ma réznych
podciagéw. Zalézmy, ze policzyliSmy juz wynik dla stowa s. Jesli dopiszemy do tego
stowa literke a, ktéra nie wystepowata w s, to wynik przemnozy sie przez 2. Jesli jednak
literka a juz wczesniej wystepowata w s, to tak liczac pewne slowa policzymy podwdéjnie.
Wypadaltoby odjaé te stowa, ktore juz wczesniej policzylismy i koniczyty sie na a. Potrzeba
i wystarczy odja¢ wynik dla prefiksu s konczacego sie na ostatnie a.

Dostajemy wiec proste programowanie dynamiczne:

DP[n]=2-DP[n—1] ( — DP[i] ),

gdzie i to pozycja ostatniego wystapienia znaku s[i] w stowie s[l..n — 1].

Problem wtasciwy

No dobrze, ale co to pomaga? Umiemy napisaé sprawdzaczke wyjéé, ale chcemy wzorcow-
ke. Zauwazmy, ze jesli oczekiwana liczba podciagéw n jest parzysta, to mozemy trywial-
nie sprowadzi¢ problem do mniejszego (%) poprzez dopisanie do rozwigzania mniejszego
problemu nowej, unikalnej literki (w dowolnym miejscu — na poczatku, na koncu lub
w Srodku).

Super, ale co gdy n jest nieparzyste? Niestety nie ma juz takiego tadnego gadzetu,
ktéry by w takim przypadku sprowadzit problem rozmiaru n do problemu istotnie mniej-
szego. . .czy na pewno? Troche tak, ale nie do konca. Pdjdzmy na razie mikroskopijny
krok do przodu i zauwazmy, ze ten pomyst da sie nieco uogélni¢ — jesli n jest podzielne
przez (mate) k£ > 2 to mozemy do rozwigzania problemu dla 7 podciagéw dopisac (zno-
wu w dowolnym miejscu) k — 1 takich samych literek, ktére nie wystapily w rozwiazaniu
7 1 dostaniemy doktadnie n réznych podciagow.

Swietnie, czyli potrafimy rozwiazaé kazdy przypadek, w ktérym mamy n skladajace
sie jedynie z maltych czynnikow pierwszych. Gorzej, gdy n zawiera jaki§ duzy czynnik,
albo co gorsza jest liczba pierwsza. Widac, ze brakuje nam jakiej$ redukcji addytywnej
(jak na razie mamy tylko multiplikatywne).

Zanim do tego przejdziemy, zauwazmy ze dos¢ trudno jest przewidzie¢ jak zmieni sie
warto$¢ dynamika, gdy wstawimy do érodka stowa jakas literke wczeéniej juz wystepu-
jaca. Dlatego pomyst na redukcje problemu oprzemy o obudowywanie wyniku zreduko-
wanego problemu z lewej oraz prawej strony. Jak sie okaze, mamy wystarczajaco duzo
Huzu”, zeby sobie na to pozwolié.

Wezmy znowu przyktad: Niech wynik dla s jest réwny r. Wowczas jesli napiszemy
stowo asa (jak ostatnio zakladamy, Ze a jest znakiem niewystepujacym w s) to wynik



przemnaza si¢ przez 4...ale nalezy jeszcze odja¢ 1 (dostaliSmy dokladnie jeden nowy
podciag powtérzony — pojedyncza literke a). To jest kolejny sukces, bo pozwala nam
trywialnie przeksztalci¢ problem rozmiaru 4n — 1 do problemu n. A zatem w kombinacji
z poprzednimi pomystami mamy juz rozwiazane przypadki, gdy n = 0 (mod 4), n = 2
(mod 4) oraz n = 3 (mod 4). Niestety ponownie okazuje sie, ze nie jest tak prosto, gdy
n =1 (mod 4).

Ale kto nam kazal dopisywaé tylko po jednej literce z kazdej strony: rownie dobrze
mozemy sobie dodaé jakis losowy ciag x z lewej, losowy ciag y z prawej. Zakladamy
oczywiscie nadal, ze x i y nie wspoldziela liter z s, ale nie zakladamy nic o powtarzal-
nosci/niepowtarzalnosci = wzgledem y i na odwrét. Niech r(x) oraz r(y) sa liczbami
réznych podciagéw stéw x, y oraz s. Policzmy ile wynosi r(xy) = A i por6wnajmy to
z wynikiem r(x)-r(y) = B. Dostaliémy wtasnie gadzet (dopisz z z lewej oraz y z prawej),
ktéry mozemy uzyé do przejscia z problemu rozmiaru An — B do problemu rozmiaru n.
Takich gadzetéw mozna sobie wygenerowaé cala mase, jesli tylko napiszemy dynamika,
o ktérym mowa byla wyzej. Stowa z, y mozna generowaé losowo (najlepiej, zeby byly
oczywiscie krotkie — wtedy A jest matle, a kazdy gadzet mozemy zastosowaé tylko w %
przypadkéw). Okazuje sie, ze dla niektérych A dostajemy gadzety na mniej wiecej poto-
we réznych mozliwych wartosci B, wiec jesli bedziemy mieli tych gadzetéow dostatecznie
duzo, to wygenerujemy odpowiedz dla kazdego testu.

Gadzety generowane sa nastepujaco:

e generujemy wszystkie istotnie rézne stowa dtugosci < 7,

e prébujemy kazda pare (z,y) wezedniej wygenerowanych stow jako lewy/prawy do-
pisek i obliczamy jaki gadzet z tego wychodzi,

e usuwamy duplikaty (tzn. gadzety o tym samym dzielniku i reszcie, a innej parze
dopiskow).

Generowanie gadzetéw trwa na komputerze autora okoto dwéch sekund i generuje 691 344
gadzetow.

Dowéd

Dobra wiadomos¢ jest taka: autor ma dowdd, ze opisane rozwiazanie dziata dla wszyst-
kich n < 10%8.

Niestety jest tez zta wiadomosé: dowdd jest z uzyciem komputera, a jego wygenero-
wanie zajmuje na komputerze autora 30 minut.

Dowéd dziala tak:

e uruchamiamy program na dwoéch miliardach losowych testow, zeby uporzadkowaé
gadzety w kolejnosci czestotliwoéci ich uzywania — lepiej najpierw sprawdzaé te,
ktore czesciej sie przydaja (przyspiesza to czas sprawdzania),

e wybieramy liczbe antypierwsza M = 10475 665 200 (nieco wiecej niz v 108 — wybér
podyktowallgy jest tym, ze dalszy algorytm bedzie dziatal w czasie proporcjonalnym
do M + % - ¢, gdzie ¢ to pewna nie za duza stala),



e odrzucamy gadzety o dzielniku niepodzielnym przez M (nie bedziemy mogli ich
uzy¢ w punkcie ponizej) — wlasnie dlatego chcieliémy, zeby M mialo duzo dzielni-
kéw (zeby jak najwigcej gadzetéw mbe uzywaé w punkcie ponizej),

e generujemy dowod dla jak najwickszej liczby reszt » modulo M, ze wszystkie n =
kM +r sa pokryte jakims$ gadzetem (naiwnie sprawdzamy liczby r od 2 do M +1 czy
istnieje jaki$ gadzet, z wcze$niej ograniczonego zbioru, ktéry mozemy zastosowaé —
jesli tak, to mozemy go tez zastosowaé do kazdego kM +7) — dla M +1 udaé si¢ nam
nie moze (przystaje do 1 modulo wszystkie dzielniki gadzetéw), ale dla wszystkich
pozostalych reszt modulo M uda nam sie znalez¢ uniwersalny dla niej gadzet,

e dalej sprawdzamy naiwnie wszystkie liczby postaci kM 41 do 10'® czy znajdziemy
dla kazdej z nich (w juz nieograniczonym zbiorze) odpowiedni gadzet,

e ostatecznie sprawdziliémy kazda liczbe od 1 do 10'® — wiec uznajemy, ze rozwigzanie
jest poprawne dla limitéw postawionych w zadaniu.

Jeszcze mata uwaga: whrew pozorom w tym zadaniu nie jest dopuszczalne stwierdze-
nie ,dziata na dwoch miliardach testow, wiec dziala” — liczby niestety nie sa tak samo
trudne, dla rozwiazania autora gdyby zmieni¢ magiczng stala 7 na 6 to dwa miliardy
losowych testéw przechodzi z bardzo duzym prawdopodobienstwem, a dzieki zastosowa-
niu sprawdzenia zgodnie z dowodem udalo si¢ znalezé kontrprzyktad (najmniejszy to:
15738449126 401).

Program dowodowy jest w pliku pod_prover. cpp.

Uwagi

Wypada jeszcze zastanowi¢ sie czy rozwiazanie mieéci sie w zalozonym alfabecie oraz
limicie znakow. Jesli chodzi o alfabet to sprawa jest prosta — zastosowanie kazdej nowej,
wczesniej nie wystepujacej literki mnozy liczbe podciagdéw przez 2, wiec nigdy nie uzyje-
my ich wiecej niz 59 (a zalozony alfabet pozwala nam na 62). Jesli chodzi o limit znakéw
tez jest tatwo — kazdy gadzet co najmniej dzieli nam n przez 2 i doktada < 14 znakéw
(po < 7 z kazdej strony), wiec tacznie zuzywamy < 14 - 60 = 840 znakéw. Oczywiscie te
szacunki sa bardzo zgrubne i w praktyce rozwiagzanie miesci si¢ w stu znakach.



