Opracowanie: KLO
Klocki

1 Rozwiazanie I

Bezposrednie podejicie do rozwiazania zadania polega na sprawdzeniu wszystkich mozliwoéci. Istnieje 2™ podzbioréw
zbioru wszystkich klockéw. Mozemy wiec po prostu przejsé¢ po nich wszystkich i dla kazdego z nich sprawdzié, czy
zawiera on nie wiecej niz k klockéw i czy ich sumaryczna masa nie przekracza s. Jezeli dany podzbiér spelnia te
warunki, to poréwnujemy jego mase z najlepsza dotychczas znaleziona,.

Pozostaje pytanie, jak w latwy sposéb przejéé¢ po wszystkich podzbiorach. Jedno z podejéé¢ polega na napisaniu
funkeji rekurencyjnej, ktéra dla danego i generowalaby wszystkie podzbiory zbioru {i,i 4+ 1,...,n}.

Tutaj jednak zaprezentujemy inng metode, polegajaca na petli po wszystkich liczbach n-bitowych. Kazda z tych
liczb mozemy interpretowaé jako podzbiér, do ktérego i-ty nalezy klocek wtedy i tylko wtedy, gdy ma ona i-ty bit
rowny 1.

Pseudokod tego rozwiazania wyglada nastepujaco:

function ile_elementow(zbior)

begin
ile := 0;
for i := 1 to n do
if bit(i, zbior) = 1 then
ile := ile + 1;
return ile;
end

function suma_elementow(zbior)
begin
suma := 0;
for i := 1 to n do
if zapalone(i, zbior) then
suma := suma + masyl[i];
return suma;
end

wczytaj_dane();
odpowiedz := O;
for zbior := 0 to 2°n - 1 do { 2°n to "dwa do potegi n-tej" }

begin
suma := suma_elementow(zbior);
if (ile_elementow(zbior) <= k) and (suma <= s) then
odpowiedz := max(odpowiedz, suma);
end
wypisz(odpowiedz) ;

Warunek sprawdzajacy, czy i-ty bit liczby jest jedynka, mozna zapisa¢ w jezyku C/C++ nastepujaco:
if ((1<<i) & liczba) ...

za$ w Pascalu nastepujaco:
if (1 shl i) and liczba then ...

Poniewaz iterujemy w tym rozwigzaniu po wszystkich 2" podzbiorach i dla kazdego z nich wykonujemy n operacji,
to zlozono$é czasowa rozwiazania wynosi O(n - 2™). To rozwiazanie otrzymywalo 50% punktéw.

2 Rozwigzanie II

Aby przyspieszy¢ nasz algorytm, zauwazmy, ze w poprzednim rozwigzaniu niepotrzebnie sprawdzamy wszystkie
podzbiory. Mozemy sie bowiem ograniczy¢ tylko do tych, ktére maja co najwyzej k elementéw, a innych w ogdle nie
sprawdzad.

W tym celu musimy juz zastosowaé rekurencje. W kazdym wywotaniu funkcji rekurencyjnej bedziemy spraw-
dzaé, czy nie wybrano jeszcze k elementéw. Jezeli tak, to przerwiemy dalsze rekurencyjne wywolania i poréwnamy
otrzymany wynik z najlepszym dotychczas znalezionym.

Przyktadowy pseudokod:



ile := 0;
wynik :=

function podzbiory(i)

begin
if (ile = k) or (i = n + 1) then
begin
{ sprawdzamy czy znalezione rozwigzanie jest lepsze od dotychczas najlepszego }
if (suma > wynik) and (suma <= s) then
wynik := suma;
end else
begin
{ wybieramy klocek o numerze ’i’ }
ile := ile + 1;
suma := suma + t[i];
podzbiory(i + 1);
ile := ile - 1;
suma := suma - t[i];
{ nie wybieramy klocka o numerze ’i’ }
podzbiory(i + 1);
end;
end;

wczytaj_dane();
podzbiory(1);

Zlozono$é czasowa tego rozwiazania wynosi O(2"), poniewaz tym razem dla kazdego wygenerowanego zbioru
wykonujemy stala liczbe operacji (liczba klockéw i suma ich mas sg liczone na biezaco).

3 Rozwigzanie III

Do poprzedniego rozwigzania mozna jeszcze dodaé¢ pewna optymalizacje. Oprocz ucinania rekursji po wygenerowaniu
zbioru o k elementach, mozemy ja ucina¢ takze w momencie, kiedy suma mas wybranych klockéw przekroczy s.
Dodatkowo posortowanie elementow nierosnaco spowoduje, ze suma elementéw przekroczy liczbe s prawdopodobnie
szybciej niz w przypadku nieposortowanego ciagu. W dalszym ciagu zlozonosé czasowa rozwiazania wynosi jednak
O(2™), jednak to rozwiazanie uzyskuje juz ok. 80% punktéw.

4 Rozwiazanie IV (wzorcowe)

Rozwiazanie wzorcowe stosuje metode programowania dynamicznego. Polega ona na wykorzystaniu rozwiazan mniej-
szych podprobleméw do znalezienia rozwiazania catego problemu.

Kazdy podproblem okreslmy dwoma liczbami: ¢, j. Nazwijmy go d[¢][j]. Rozwiazaniem podproblemu d[i][j] ma by¢
odpowiedz na pytanie, ilu co najmniej klockéw sposrod @ pierwszych trzeba uzy¢, aby ich suma wynosita doktadnie
j. Jak mozna to szybko zrobié¢?

Rozpatrzmy klocek o numerze i: mozemy go albo uzy¢, albo nie.

e Jezeli nie wybierzemy i-tego klocka, to rozwiazaniem jest wynik podproblemu d[i — 1][j].
o Jezeli wybierzemy i-ty klocek, to rozwiazaniem jest wynik podproblemu d[i — 1][j — masy][i]] zwiekszony o jeden.

Zatem wzorem na rozwigzanie problemu jest:
d[i][j] = min(d[i — 1][j], d[i —1][j — masy[i]] + 1).

Aby przy rozwiazywaniu podproblemu dla klockow 1..4 moéc korzystaé z rozwiazan dla mniejszej liczby klockdw,
rozwiazania obliczamy kolejno dla coraz wigkszych wartosci 4.

Nie interesuja nas sumy wieksze od s, zatem wystarczy, ze policzymy rozwiazanie dla kazdej sumy z przedzialu
[0..s]. Ostatecznie otrzymamy rozwiazania wszystkich n - s podprobleméw.

Na koniec wystarczy znalezé najwieksza taka liczbe w (w < s), ze d[n][w] < k. Bedzie to oznaczaé, ze jesteSmy
w stanie otrzymaé sume w, wybierajac nie wiecej niz k klockéw sposrod wszystkich n. A o to przeciez chodzito
w zadaniu!

Jest do rozwigzania jeszcze jeden problem. Otéz tablica d[1..n][1..s] ma n-s komérek, czyli maksymalnie 30 000 000.
W kazdej z nich bedzie przechowywana liczba catkowita, ktéra zajmuje 4 bajty. Tak wiec w sumie tablica ta zajmie
w pamieci okoto 120 MB. Jest to znacznie wiecej niz limit 32 MB ustalony dla tego zadania.

Okazuje sie jednak, ze tablica dwuwymiarowa nie jest w rozwiazaniu do niczego potrzebna. W rzeczywistosci
wystarczy utrzymywaé tablice jednowymiarowa d[1..s], ktéra bedziemy aktualizowaé kolejno dla wszystkich klockéw.



W tym celu dla kazdego klocka ¢ przechodzimy wszystkie masy j w kolejnoéci od najwiekszej do najmniejszej. Kazde
pole aktualizujemy zgodnie z wcze$niejszym wzorem:

d[j] = min(d[j], d[j —masy[i]] + 1).

Kolejnosé iteracji po masach (zmienna j) zmieniamy po to, aby przy liczeniu d[j] dla i-tego klocka korzystaé
z wynikéw d[j — masyli]] policzonych dla klocka i — 1, a nie z poprzednich wynikéw dla klocka i.

{ wczytanie danych }

wczytaj(n, k, s);

for i :=1 to n do
read(masy[i]);

{ inicjalizcja tablicy wynikéw }
d[0] := 0;
for i := 1 to s do
d[i] :=n + 1; { jezeli nie da sie uzyskaé sumy, to wpisujemy n + 1 }

{ obliczenie rozwigzan podprobleméw }
for i := 1 to n do
for j := s downto masal[i] do { istotne jest, aby tablice wypeiniaé od tyiu }
if d[j] > d[j - masy[i]] + 1 then
dljl := dl[j - masy[il] + 1;

{ znalezienie maksymalnej sumy }
wynik := 0;
for i := s downto O do
if d[i] <= k then
begin
wynik := i;
break;
end;

wypisz (wynik) ;

Ztozonos¢ czasowa tego rozwiazania wynosi O(n-s), poniewaz gléwna (najbardziej pracochlonna) czesé algorytmu
sklada sie z petli przechodzacej po O(s) liczbach, zagniezdzonej w petli iterujacej po O(n) liczbach.



