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Krzysztof Diks

Wstep

Drogi Czytelniku!

Oddajemy do rak czytelnikéw sprawozdanie oraz zadania wraz z rozwigzaniami
wzorcowymi z XIII Olimpiady Informatycznej. Miniony rok szkolny, rok XIII Olimpiady
Informatycznej, byt szczegdlny. W Olimpiadzie wzigta udziat rekordowa liczba uczestnikéw.
Niewatpliwie duzy wplyw na to miata akcja promujaca konkursy programistyczne
przeprowadzona z okazji XVII Migdzynarodowej Olimpiady Informatycznej, ktéra
w ubieglym roku odbyta si¢ w Polsce, w Nowym Saczu.

Poziom naszej Olimpiady ros$nie z roku na rok. Uczestnicy sa coraz lepiej przygotowani,
a organizatorzy staraja si¢ dostarcza¢ ciekawych i wartoSciowych zadan. O tym, ze tak jest
w rzeczywistoSci $wiadcza wyniki laureatéw XIII Olimpiady Informatycznej. Zacznijmy
od wyniku najwazniejszego. Po raz pierwszy w historii Polak, Filip Wolski z III LO im.
Marynarki Wojennej w Gdyni, stanal na najwyzszym podium Migdzynarodowej Olimpiady
Informatycznej. Nie gorzej spisali si¢ na tych zawodach koledzy Filipa: Jakub Kallas, Marcin
Andrychowicz i Michat Pilipczuk. Jakub i Michat zdobyli medale ztote, a Michal medal
srebrny. Réwnie dobrze wypadli nasi reprezentanci w dwéch waznych, migdzynarodowych
konkursach programistycznych. W XII Olimpiadzie Krajéw Battyckich — BOI 2006
zwycigzyt Tomasz Kulczynski, ztote medale zdobyli Marcin Andrychowicz i Wojciech
Smietanka, medale srebrne: Jakub Kallas i Maciej Klimek, natomiast Robert Obryk zdobyt
medal brazowy. W XIII Olimpiadzie Informatycznej Krajéw Europy Srodkowej zwyciezyt
Filip Wolski, Marcin Andrychowicz zdobyt medal srebrny, a Michat Pilipczuk medal
brazowy.

Sukcesy miodych polskich informatykéw to przede wszystkim wynik ich wspaniatych
umiejetnosci, duzej wiedzy i cigzkiej pracy. Bez watpienia jednak wyrazy podzigkowania
naleza si¢ takze ich rodzicom i opiekunom naukowym oraz szkotom z ktérych pochodza.

Stowa podzigkowania kieruj¢ tez do moich kolezanek i kolegéw z Olimpiady
Informatycznej, czlonkéw Komitetu Giéwnego i Komitetéw Okregowych, jurorow
i pracownikéw technicznych. Bez ich zaangazowania, cigzkiej i twdrczej pracy nie bytoby
tych sukcesow.

Jeszcze trzy wazne sprawy. Od tego roku bedziemy przesylali bezptatny egzemplarz
,Olimpiady Informatycznej ...” do wszystkich znanych nam szkét ponadgimnazjalnych dla
szkolnej biblioteki. Mamy nadzieje, ze w ten sposéb nasze wydawnictwo bedzie tatwiej
i szerzej dostgpne, lepiej stuzac rozwojowi i popularyzacji informatyki.

Przy tej masowej wysylce nie bedziemy jednak zataczali do ksiazki ptyty z testami
i rozwigzaniami wzorcowymi. Prosimy o zrozumienie: przy przesylaniu bezptatnych
egzemplarzy ksiazki do szkolnych bibliotek, koszt ptyt do calego naktadu bylby dla
Olimpiady zbyt wysoki. Nie mamy Srodkéw na poniesienie tych kosztow. Mamy nadzieje,
7e wobec powszechnej dostgpnosci Internetu, dostgpnos$¢ rozwigzan wzorcowych i testow na
stronie internetowej Olimpiady: www.oi.edu.pl bedzie wystarczajaca. Dla tych egzemplarzy
ksiazki wszelkie odniesienia w tekscie ksiazki do ,,plyty” nalezy rozumieé, jako odniesienia
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do materiatéw, ktére sa dostgpne na tej stronie. Oczywiscie do wydawnictwa tegorocznego
sprzedawanego przez Olimpiade beda dotaczane ptyty.

W kolejnych latach zamierzamy z wydawania ptyt zrezygnowaé, gdyz sadzimy, ze
w poréwnaniu z dostgpnoscia materialéw w Internecie, bedzie to rozwiazanie anachroniczne
i zbytecznie podnoszace koszty. Jesli uwazasz Drogi Czytelniku, ze si¢ mylimy, napisz nam
o tym prosze: sekretariat@oi.edu.pl. Zalezy nam by stuzy¢ Ci mozliwie najlepie;j.

Wszystkim mtodym czytelnikom tej ksiazeczki, przysztym olimpijczykom, zycze pdjScia
w §lady starszych kolegéw. Jestem przekonany, ze materialy, ktére oddajemy do Waszych rak
pomoga osiagnac ten cel.

Krzysztof Diks



Komitet GI6wny Olimpiady Informatycznej

Sprawozdanie z dzialan
XIII Olimpiady Informatycznej
w roku szkolnym 2005/2006

Olimpiada Informatyczna zostata powotana 10 grudnia 1993 roku przez Instytut Informatyki
Uniwersytetu Wroclawskiego zgodnie z zarzadzeniem nr 28 Ministra Edukacji Narodowe;j
z dnia 14 wrzeSnia 1992 roku. Olimpiada dziata zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra
Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji oraz
sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olimpiad (Dz. U. 02.13.125). Obecnie
organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski.

ORGANIZACJA ZAWODOW

W roku szkolnym 2005/2006 odbyty si¢ zawody XIII Olimpiady Informatycznej. Olimpiada
Informatyczna jest tréjstopniowa. Rozwiazaniem kazdego zadania zawodéw I, I1 i III stopnia
jest program napisany w jednym z ustalonych przez Komitet Gtéwny Olimpiady jezykéw
programowania lub plik z wynikami. Zawody I stopnia miaty charakter otwartego konkursu
dla uczniéw wszystkich typéw szk6t mtodziezowych.

17 pazdziernika 2005 r. rozeslano plakaty zawierajace zasady organizacji zawodow
I stopnia oraz zestaw 5 zadan konkursowych do 3721 szkét i zespoldow szkét
mlodziezowych ponadgimnazjalnych oraz do wszystkich kuratoréw i koordynatoréw
edukacji informatycznej. Zawody I stopnia rozpoczety si¢ dnia 24 pazdziernika 2005 r.
Ostatecznym terminem nadsylania prac konkursowych byt 21 listopada 2005 roku.

Zawody II i III stopnia byly dwudniowymi sesjami stacjonarnymi, poprzedzonymi
jednodniowymi sesjami probnymi. Zawody II stopnia odbyly si¢ w szeSciu okrggach:
Warszawie, Wroctawiu, Toruniu, Katowicach, Krakowie i Rzeszowie oraz w Sopocie
w dniach 12-14.02.2006 r., natomiast zawody III stopnia odbyly si¢ w osrodku firmy
Combidata Poland S.A. w Sopocie, w dniach 28.03-01.04.2006 r.

Uroczysto$¢ zakonczenia XIII Olimpiady Informatycznej odbyta si¢ w dniu 01.04.2006 r.
w Sali Posiedzen Urzgdu Miasta w Sopocie.

SKLAD OSOBOWY KOMITETOW OLIMPIADY
INFORMATYCZNEJ

Komitet Gléwny

przewodniczacy:
dr hab. Krzysztof Diks, prof. UW (Uniwersytet Warszawski)
zastgpey przewodniczacego:
prof. dr hab. Maciej M. Systo (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloniski)
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sekretarz naukowy:
dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)

kierownik Jury:
dr Krzysztof Stencel (Uniwersytet Warszawski)
kierownik organizacyjny:
Tadeusz Kuran (OELiZK)
cztonkowie:
dr Piotr Chrzastowski-Wachtel (Uniwersytet Warszawski)
prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Sla,ska)
dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)
mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV LO im. T. KoSciuszki w Toruniu)
dr hab. Krzysztof Lorys, prof. UWr (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Jan Madey (Uniwersytet Warszawski)
prof. dr hab. Jerzy Nawrocki (Politechnika Poznariska)
prof. dr hab. Wojciech Rytter (Uniwersytet Warszawski)
mgr Krzysztof J. Swiecicki (Ministerstwo Edukacji Narodowej)
dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagielloriski)
dr hab. inz. Stanistaw Waligérski, prof. UW (Uniwersytet Warszawski)
dr Mirostawa Skowroniska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
dr Andrzej Walat (OEIiZK)
mgr Tomasz Walen (Uniwersytet Warszawski)

sekretarz Komitetu Gtéwnego:
Monika Koztowska-Zajac (OEIiZK)

Komitet Giéwny miesSci si¢ w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji
Informatycznej i Zastosowanh Komputeréw.
Komitet Gléwny odbyt 5 posiedzen.

Komitety okregowe

Komitet Okregowy w Warszawie
przewodniczacy:
dr Adam Malinowski (Uniwersytet Warszawski)
sekretarz:
Monika Koztowska-Zajac (OEIiZK)
cztonkowie:
dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)
dr Andrzej Walat (OEIiZK)
Komitet Okregowy mieSci si¢ w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji
Informatycznej i Zastosowant Komputeréw.

Komitet Okregowy we Wroclawiu
przewodniczacy:
dr hab. Krzysztof Lorys, prof. UWr (Uniwersytet Wroctawski)
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zastgpca przewodniczacego:

dr Helena Krupicka (Uniwersytet Wroctawski)
sekretarz:

inz. Maria WoZniak (Uniwersytet Wroctawski)
cztonkowie:

dr Tomasz Jurdziiski (Uniwersytet Wroctawski)

dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)

dr Witold Karczewski (Uniwersytet Wroctawski)

Siedziba Komitetu Okrggowego jest Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego we
Wroclawiu, ul. Przesmyckiego 20.

Komitet Okregowy w Toruniu:
przewodniczacy:

prof. dr hab. Adam Jakubowski (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
zastgpca przewodniczacego:

dr Mirostawa Skowroriska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
sekretarz:

dr Barbara Klunder (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
cztonkowie:

dr Andrzej Kurpiel (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)

mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV Liceum Ogolnoksztatcace w Toruniu)

Siedzibag Komitetu Okregowego w Toruniu jest Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, ul. Chopina 12/18.

Gornoslaski Komitet Okregowy
przewodniczacy:

prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Slaska w Gliwicach)
zastgpca przewodniczacego:

dr inz. Sebastian Deorowicz (Politechnika Slaska w Gliwicach)
sekretarz:

mgr inz. Adam Skérezyniski (Politechnika Slaska w Gliwicach)
cztonkowie:

dr inz. Mariusz Boryczka (Uniwersytet Slaski w Sosnowcu)

dr inz. Marcin Ciura (Politechnika Slaska w Gliwicach)

dr Wojciech Wieczorek (Uniwersytet Slaski w Sosnowcu)

mgr inz. Jacek Widuch (Politechnika §1aska w Gliwicach)

Siedziba Gdrnoslaskiego Komitetu Okregowego jest Politechnika Slaska w Gliwicach,
ul. Akademicka 16.

Komitet Okregowy w Krakowie
przewodniczacy:
prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloniski)
zastgpca przewodniczacego:
dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagiellofiski)
sekretarz:
mgr Henryk Biatek (Kuratorium Oswiaty w Krakowie) cztonkowie:
dr Marcin Kozik (Uniwersytet Jagielloniski)

9
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mgr Jan Pawlowski (Uniwersytet Jagiellonski)
Grzegorz Gutowski (Uniwersytet Jagielloriski)

Siedzibg Komitetu Okrggowego w Krakowie jest Instytut Informatyki Uniwersytetu
Jagiellofiskiego w Krakowie, ul. Nawojki 11.

Komitet Okregowy w Rzeszowie
przewodniczacy:
prof. dr hab. inz. Stanistaw Paszczyniski (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
zastepca przewodniczacego:
dr Marek Jaszuk (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
sekretarz:
mgr inz. Grzegorz Owsiany (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
cztonkowie:
mgr Czestaw Wal (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Dominik Wojtaszek (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Piotr Btajdo (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
Maksymilian Knap (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie).

Siedziba Komitetu Okrggowego w Rzeszowie jest Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania
w Rzeszowie, ul. Sucharskiego 2.

Jury Olimpiady Informatycznej

W pracach Jury, ktére nadzorowat Krzysztof Diks, a ktérymi kierowal Krzysztof Stencel,
brali udziat pracownicy, doktoranci i studenci Wydziatu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydziatu Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Jagiellofiskiego oraz Wydziatu Informatyki i Zarzadzania
Politechniki Poznarskiej:

Szymon Acedariski
Marek Cygan
Krzysztof Dulgba
Tomasz Idziaszek
Adam Iwanicki
Damian Koniecki
dr Lukasz Kowalik
Tomasz Malesinski
Marcin Michalski
Anna Niewiarowska
Pawet Parys
Marcin Pilipczuk
Jakub Radoszewski
Piotr Staficzyk
Piotr Stawinski
Bartosz Walczak
Szymon Wasik
Marek Zylak
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ZAWODY I STOPNIA

W XIII Olimpiadzie Informatycznej wzigto udziat 1106 zawodnikéw.

Decyzja Komitetu Gléwnego do zawoddéw zostalo dopuszczonych 36 uczniéw

gimnazjow. Byli to uczniowie z nastgpujacych gimnazjow:

Kolejnos¢ wojewddztw pod wzgledem liczby uczestnikow byla nastgpujaca:

Gimnazjum nr 24 przy I LO
Gimnazjum nr 16 ZSO nr 7
Gimnazjum

Publiczne Gimnazjum nr 1
Gimnazjum nr 36
Gimnazjum nr 3

Gdanskie Gimnazjum Lingwista
Gimnazjum nr 4

Zesp6t Szkot

Gimnazjum nr 7

Gimnazjum nr 1

Gimnazjum nr 52 Ojcéw Pijaréw
Gimanzjum nr 18
Gimnazjum

Zesp6t Szkot

Gimnazjum Publiczne
Publiczne Gimnazjum nr 2
Gimnazjum

Gimnazjum nr 5

Gimnazjum nr 29
Gimnazjum nr 1

Gimnazjum i Liceum Akademickie

Gimnazjum nr 5 im. Jana Pawta 11

Gimnazjum nr 13 im Stanistawa Staszica

Gimnazjum
Publiczne Gimnazjum nr 1
Gimnazjum nr 1

Gimnazjum nr 2 im. Adama Asnyka

matopolskie 185 uczniéw
mazowieckie 145 uczniéw
pomorskie 126 ucznidow
Slaskie 117 uczniéw
dolnoslaskie 78 uczniéw
podkarpackie 74 uczniow

kujawsko-pomorskie
wielkopolskie

66 uczniéow
61 uczniéw

Gdynia

Szczecin
Kozieglowy
Belchatéw

Bytom

Gdansk

Gdansk

Glogow

Gostyn

Konin

Krakéw

Krakéw

Krakéw

Kuréw

Mniéw

Nowa Wie$ Krélewska
Putawy

Skarzysko KoScielne
Stalowa Wola
Szczecin
Tomaszow Lubelski
Torun

Warszawa
Warszawa

Wegréw
Wioszczowa
Wolbrom

Zielona Gora

16dzkie

lubelskie

podlaskie
Swigtokrzyskie
zachodniopomorskie
opolskie
warmifisko-mazurskie
lubuskie

6 uczniow
3 uczniéw
2 uczniéw
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen
1 uczen

53 uczniéw
41 uczniow
41 uczniow
36 uczniéw
34 uczniéw
20 uczniéw
18 uczniéw
11 ucznidw

11
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W zawodach I stopnia najliczniej reprezentowane byty szkoty:

V LO im. A. Witkowskiego

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP
XIV LO im. Stanistawa Staszica

ILO im. A. Mickiewicza

VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich
VII LO im. Marii Sktodowskiej—Curie
IV Liceum Ogdlnoksztatcace

XIV LO im. Polonii Belgijskiej

VIII LO im. Adama Mickiewicza

VI LO im. Wactawa Sierpiniskiego

II LO im. Jana IIT Sobieskiego

I LO im. Stefana Zeromskiego

I LO im. Stanistawa Staszica
Publiczne LO nr 2 im. Marii Konopnickiej
III LO im. Adama Mickiewicza

V LO im. Stefana Zeromskiego

I LO im. Mikotaja Kopernika

XXVII LO im. Tadeusza Czackiego
VII LO im. Krzysztofa Kamila Baczynskiego
L LO im. Ruy Barbosa

Gimnazjum nr 24 przy III LO

IT LO im. Mikotaja Kopernika

LO WSIZ

Zespdt Szkét Licealnych

V Liceum Ogo6lnoksztalcace

I LO im. Cypriana Kamila Norwida

I LO im. Edwarda Dembowskiego

I LO im. Tadeusza KoS$ciuszki

I LO im. Stanistawa Dubois

LO Zakonu Pijarow

Zesp6t Szkot Komunikacji

Zesp6t Szkot Elektronicznych

VI Liceum ogoélnoksztatcace

II LO im. Adama Mickiewicza

I LO im. Bolestawa Krzywoustego
Zesp6t Szkot nr 4

Zesp6t Szkot im. Adama Mickiewicza
Gimnazjum i Liceum Akademickie
ILO im. Ziemi Kujawskiej

X Liceum Ogdlnoksztalcace

LO im. Marii Sktodowskiej-Curie

I LO im. Juliusza Stowackiego

III LO im. Stefana Batorego

II LO im. Romualda Traugutta

VII LO im. Mikotaja Kopernika

Krakéw
Gdynia
Warszawa
Biatystok
Bydgoszcz
Katowice
Torun
Wroctaw
Poznan
Gdynia
Krakéw
Kielce
Lublin
Opole
Wroctaw
Gdansk
Lodz
Warszawa
Wroctaw
Warszawa
Gdynia
Mielec
Rzeszow
Stubice
Bielsko-Biata
Bydgoszcz
Gliwice

Gorzéw Wlkp.

Koszalin
Krakow
Poznan
Rzeszow
Rzeszow
Stupsk
Stupsk
Stalowa Wola
Strzyzéw
Torun
Wtoctawek
Wroctaw
Andrychéw
Chorzéw
Chorzéw
Czestochowa
Czestochowa

86 ucznidéw
56 uczniéw
46 uczniow
19 uczniéw
17 uczniéw
17 uczniéw
17 ucznidéw
17 uczniéw
14 uczniéw
13 uczniéw
11 uczniéw
10 uczniéw
10 uczniéw
10 uczniéw
10 ucznidéw
8 ucznidéw
8 uczniéow
8 uczniéow
8 uczniéw
7 ucznidéw
6 uczniéw
6 uczniéow
6 uczniow
6 uczniow
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéow
5 ucznidow
5 uczniéow
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniow
5 ucznidow
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéow
5 ucznidow
4 ucznidéw
4 ucznidow
4 ucznidow
4 ucznidéw
4 ucznidéw
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I LO im. Kréla Wtadystawa Jagielty
I LO im. Mikotaja Kopernika

LO im. Mikotaja Kopernika

I LO im. Tadeusza Kosciuszki

I LO im. Bartlomieja Nowodworskiego
I LO im. Mikotaja Kopernika

I LO im. Tadeusza KoSciuszki

I LO im. Tadeusza KoSciuszki
Zespot Szkét Zawodowych

I LO im. Jana Dtugosza

IIT Liceum Ogdlnoksztatcace

1 LO im. Bolestawa Chrobrego

III Liceum Ogolnoksztatcace

I LO im. Juliusza Stowackiego

III LO im. Adama Mickiewicza
VIII LO im. Wiadystawa IV

XVIII LO im. Jana Zamoyskiego

IT LO im. Wiadystawa Andersa

I LO im. B. Krzywoustego

ILO im. Kr. St. Leszczynskiego

V Liceum Ogo6lnoksztatcace

II LO im. Marii Konopnickiej

I1 LO im. Jana Sniadeckiego

II Liceum ogdlnoksztatcace

XI Liceum Ogélnoksztatcace

I LO im. Wiadystawa Jagietty

I LO im. Stefana Zeromskiego
Zespot Szkét nr 1

II LO im. Jana Zamoyskiego

XII LO im. Stanistawa Wyspiariskiego
I LO im. Tadeusza KoSciuszki

ZS im. Zygmunta Chmielewskiego
LO im. Jana Pawta II

II LO im. Marii Konopnickiej

ILO

II LO im. Joachima Chreptowicza
LO im. Stanistawa Matachowskiego
LO im. Piotra Skargi

VI LO im. Jana Kochanowskiego

II LO im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego
I LO im. Komisji Edukacji Narodowe;j
LO im. Bolestawa Prusa

I LO im. Marii Sktodowskiej-Curie
IX Liceum Ogdlnoksztatcace
Gimnazjum nr 16 w ZSO nr 7

XII Liceum Ogdlnoksztatcace

Debica
Gdansk
Jarostaw
Konin
Krakéw
Krosno
Legnica
Lomza
Mszana Dolna
Nowy Sacz
Opole
Piotrkéw Trybunalski
Rzeszéw
Skarzysko-Kamienna
Tarnéw
Warszawa
Warszawa
Chojnice
Gtlogéw

Jasto
Jastrzgbie Zdrdj
Katowice
Kielce

Konin
Krakow
Krasnystaw
Lebork
Limanowa
Lublin

Lodz
Myslenice
Nateczow
Niepotomice
Nowy Sacz
Olsztyn

Ostrowiec Swietokrzyski

Ptock

Puttusk

Radom

Rybnik

Sanok
Skierniewice
Sokotéw Podlaski
Szczecin
Szczecin
Szczecin

4 ucznidéw
4 ucznidow
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidow
4 ucznidow
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidow
4 ucznidow
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
3 uczniéw
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniéow
3 ucznidow
3 uczniéow
3 uczniéow
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniéw
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniéow
3 ucznidow
3 uczniow
3 uczniéow
3 uczniéw
3 uczniéw
3 ucznidow
3 uczniow
3 uczniéow
3 uczniéow
3 uczniéw
3 uczniéow
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IT LO im. Stanistawa Staszica
Zesp6t Szkot Technicznych
IT LO im. Hugona Kottataja

LXIV LO im. Stanistawa Ignacego Witkiewicza

LI LO im. Tadeusza KoSciuszki

XII LO im. ptk. Leopolda Lisa-Kuli
VI LO im. Tadeusza Reytana

I LO im. ks. J6zefa Tishnera

LO im. Henryka Sienkiewicza

Najliczniej reprezentowane byty miasta:

Krakow
Warszawa
Gdynia
Wroctaw
Rzeszéw
Biatystok
Bydgoszcz
Gdansk
Torun
Poznan
Katowice
Lodz
Szczecin
Lublin

Kielce

Opole
Tarnéw
Czestochowa
Stupsk
Bielsko-Biata
Gliwice
Chorzéw
Konin
Gorzéw Wlkp.
Legnica
Nowy Sacz
Stubice
Mielec
Piotrkéw Trybunalski
Stalowa Wola
Wodzistaw Slaski
Koszalin
Lomza
Olsztyn

124 ucznidéw
110 uczniéw
80 ucznidéw
49 uczniéow
28 uczniéw
26 uczniéw
26 uczniéow
25 uczniéw
25 uczniéw
23 uczniéw
22 uczniéw
22 uczniéw
20 uczniéw
17 ucznidéw
16 uczniow
15 uczniéw
12 uczniéw
11 uczniéw
10 uczniéw
9 uczniéow
9 ucznidow
8 ucznidéw
8 uczniow
7 ucznidéw
7 ucznidéw
7 ucznidow
7 ucznidow
6 uczniow
6 uczniow
6 uczniow
6 uczniow
5 uczniow
5 uczniéw
5 uczniéow
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Tarnowskie Gory
Tarnéw
Watbrzych
Warszawa
Warszawa
Warszawa
Warszawa
Wodzistaw Slaski
Wrzesnia

Debica

Elblag

Glogéw
Jarostaw
Krosno

Mszana Dolna
Ostrowiec Swigtokrzyski
Siedlce
Skarzysko-Kamienna
Sosnowiec
Watbrzych
Zabrze
Chojnice
Gorlice
Inowroctaw
Jasto

Jastrzgbie Zdréj
Jelenia Goéra
Krasnystaw
Krasnik
Legionowo
Lebork
Limanowa
Myslenice
Nateczéw
Niepotomice
Ostrow Wielkopolski
Oswigcim
Pabianice

Pita

Puttusk
Racibérz
Radom

Ruda Slaska

3 uczniéow
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniow
3 ucznidow
3 uczniéow
3 uczniéw
3 uczniéow
3 uczniéw

4 uczniow
4 ucznidow
4 ucznidow
4 uczniéw
4 uczniéw
4 uczniow
4 uczniéw
4 uczniéw
4 ucznidow
4 ucznidow
4 ucznidéw
4 uczniéw
3 uczniow
3 uczniow
3 ucznidow
3 uczniéow
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 ucznidow
3 uczniéow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow
3 uczniow



Ptock
Sieradz
Skierniewice
Strzyzéw
Wtoctawek
Zielona Gora
Andrychéw
Cieszyn

5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéw
5 uczniéow
5 ucznidow
5 uczniéw
4 ucznidow
4 ucznidow

Zawodnicy uczeszczali do nastgpujacych klas:

do klasy I
do klasy II
do klasy IIT
do klasy I
do klasy II
do klasy IIT
do klasy IV
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Rybnik 3 uczniéw
Sanok 3 uczniéow
Sokotéw Podlaski 3 uczniéow
Szczecinek 3 uczniéw
Tarnowskie Goéry 3 uczniéw
Wadowice 3 uczniow
Wrzesnia 3 uczniéw
Zawiercie 3 uczniéw

gimnazjum 2 uczniéw

gimnazjum 8 uczniéw

gimnazjum 26 uczniéow

szkoty Sredniej
szkoty Sredniej
szkoty Sredniej
szkoty Sredniej

163 ucznidéw
408 uczniéw
481 uczniéw
12 ucznidéw

8 zawodnikéw nie podato informacji do ktérej klasy uczeszcezaja.

W zawodach I stopnia zawodnicy mieli do rozwiazania pi¢é zadan: ,,Krazki”, ,,Okresy
stow”, ,,Profesor Szu”, ,, Tetris 3D”, ,,Zaby”.

W wyniku zastosowania procedury sprawdzajacej wykryto niesamodzielne rozwigzania.
Komitet GIéwny, w zaleznosci od indywidualnej sytuacji, nie brat tych rozwiazan pod uwage
Iub dyskwalifikowat zawodnikéw, ktérzy je nadestali.

Ponizsza tabela przedstawia liczbe zawodnikéw, ktérzy uzyskali okreSlone liczby
punktéw za poszczegdlne zadania, w zestawieniu iloS§ciowym i procentowym:

o KRA — Krazki

KRA
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 474 42,9%
75-99 pkt. 76 6,8%
50-74 pkt. 47 4.2%
1-49 pkt. 368 33,3%
0 pkt. 128 11,6%
brak rozwigzania 13 1,2%
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e OKR — Okresy stéw
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e PRO — Profesor Szu

e TET — Tetris 3D

e ZAB — Zaby

OKR
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 303 27.4%
75-99 pkt. 13 1,2%
50-74 pkt. 48 4,3%
1-49 pkt. 381 34,5%
0 pkt. 121 10,9%
brak rozwigzania 240 21,7%
PRO
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 118 10,7%
75-99 pkt. 62 5,6%
50-74 pkt. 121 10,9%
1-49 pkt. 211 19,1%
0 pkt. 108 9,8%
brak rozwigzania 486 43,9%
TET
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 16 1,4%
75-99 pkt. 25 2.3%
50-74 pkt. 37 3,3%
1-49 pkt. 631 57,1%
0 pkt. 209 18,9%
brak rozwigzania 188 17,0%
ZAB
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 19 1,7%
75-99 pkt. 73 6,6%
50-74 pkt. 84 7,6%
1-49 pkt. 218 19,7%
0 pkt. 134 12,1%
brak rozwigzania 578 52,3%
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W sumie za wszystkie 5 zadan konkursowych:

SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 6 0,5%
375-499 pkt. 74 6,7%
250-374 pkt. 210 19,0%
125-249 pkt. 253 22.9%
1-124 pkt. 479 43,3%
0 pkt. 84 7,6%

Wszyscy zawodnicy otrzymali informacje o uzyskanych przez siebie wynikach. Na stronie
internetowej Olimpiady udostgpnione byty testy, na podstawie ktérych oceniano prace.

ZAWODY II STOPNIA

Do zawodéw II stopnia zakwalifikowano 360 zawodnikéw, ktérzy osiagneli w zawodach
I stopnia wynik nie mniejszy niz 210 pkt.

Pigciu zawodnikow nie stawito si¢ na zawody. W zawodach II stopnia uczestniczylo
355 zawodnikow.

Zawody II stopnia odbyly si¢ w dniach 12—-14 lutego 2006 r. w szeSciu statych okregach
oraz w Sopocie:

e w Gliwicach — 33 zawodnikéw z nastgpujacych wojewodztw:

— malopolskie (2)
— Slaskie (31)

e w Krakowie — 60 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:

— malopolskie (60)

w Rzeszowie — 38 zawodnikéw z nastepujacych wojewodztw:

lubelskie (7)
matopolskie (15)

podkarpackie (15)

Swigtokrzyskie (1)

e w Toruniu — 35 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:

kujawsko-pomorskie (25)

mazowieckie (3)

warminsko-mazurskie (3)
wielkopolskie (4)

e w Warszawie — 73 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
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lubelskie (3)
t6dzkie (2)
mazowieckie (45)
podlaskie (13)
Swigtokrzyskie (10)

o we Wroctawiu — 50 zawodnikéw z nastepujacych wojewddztw:

dolnoslaskie (18)
t6dzkie (5)
opolskie (9)
Slaskie (3)
Swigtokrzyskie (1)
wielkopolskie (9)

zachodniopomorskie (5)

e w Sopocie — 66 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:

pomorskie (60)

zachodniopomorskie (6)

W zawodach II stopnia najliczniej reprezentowane byty szkoty:

V LO im. Augusta Witkowskiego

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP
XIV LO im. Stanistawa Staszica

VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich
VIII LO im. Marii Sktodowskiej-Curie
I LO im. Adama Mickiewicza

VI LO im. Wactawa Sierpinskiego

II LO im. Marii Konopnickiej

XIV LO im. Polonii Belgijskiej

I LO im. Stefana Zeromskiego

IIT LO im. Adama Mickiewicza

I LO im. Stanistawa Dubois

II LO im. Jana III Sobieskiego

ILO im. Stanistawa Staszica

L LO im. Ruy Barbosa

V Liceum Ogé6lnoksztatcace

I LO im. Juliusza Stowackiego

LO Zakonu Pijaréw

I LO im. Mikotaja Kopernika

VIII LO im. Adama Mickiewicza

I LO im. Komisji Edukacji Narodowe;j
II LO im. Adama Mickiewicza

IV LO im. Tadeusza KoSciuszki

VII LO im. Wiadystawa IV

Krakow
Gdynia
Warszawa
Bydgoszcz
Katowice
Biatystok
Gdynia
Opole
Wroctaw
Kielce
Wroctaw
Koszalin
Krakéw
Lublin
Warszawa
Bielsko—Biata
Chorzéw
Krakéw
1.6dz
Poznan
Sanok
Stupsk
Torun
Warszawa

56 uczniéw
40 uczniow
19 uczniéw
14 uczniéw
13 uczniéw
9 uczniow
9 ucznidéw
7 uczniow
7 uczniéw
5 uczniéow
5 uczniow
4 uczniéw
4 ucznidéw
4 ucznidéw
4 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniéw
3 ucznidéw
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniéw
3 uczniéw
3 ucznidw



Najliczniej reprezentowane byty miasta:

Krakéw
Gdynia

Warszawa
Bydgoszcz
Katowice
Wroctaw
Biatystok

Opole
Kielce

Rzeszow

Lublin
Stupsk
Torun

W dniu 12 lutego odbyla si¢ sesja prébna, na ktérej zawodnicy rozwiazywali nie
liczace si¢ do ogdlnej klasyfikacji zadania ,,Szkoty” i ,,Magazyn”. W dniach konkursowych
zawodnicy rozwiazywali zadania: ,Metro”, ,Najazd”, ,Listonosz” oraz ,,Orka”, kazde

oceniane maksymalnie po 100 punktéw.

Ponizsze tabele przedstawiaja liczby zawodnikéw II etapu, ktérzy uzyskali podane liczby

68 zawodnikow
52 zawodnikéw
40 zawodnikow
17 zawodnikéw
15 zawodnikéw
14 zawodnikow
11 zawodnikéw
9 zawodnikow
7 zawodnikow
6 zawodnikow
5 zawodnikéw
5 zawodnikéw
5 zawodnikow

Chorzéw
Gorzéw Wielkopolski
Koszalin
Poznan
Szczecin
Bielsko-Biata
Konin

Lodz

Olsztyn
Ptock

Sanok
Zielona Goéra
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4 zawodnikow
4 zawodnikow
4 zawodnikéw
4 zawodnikéw
4 zawodnikéw
3 zawodnikow
3 zawodnikéw
3 zawodnikow
3 zawodnikow
3 zawodnikow
3 zawodnikow
3 zawodnikéw

punktéw za poszczegdlne zadania, w zestawieniu ilo§ciowym i procentowym:

e SZK — prébne — Szkoty

SZK — prébne

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 5 1,4%
75-99 pkt. 16 4,5%
50-74 pkt. 46 13,0%
1-49 pkt. 95 26,8%
0 pkt. 90 25,3%
brak rozwigzania 103 29,0%

e MAG — prébne — Magazyn

MAG — prébne

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 6 1,7%
75-99 pkt. 2 0,6%
50-74 pkt. 23 6,5%
1-49 pkt. 228 64.,2%
0 pkt. 48 13,5%
brak rozwigzania 48 13,5%
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o MET — Metro

MET
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 9 2,5%
75-99 pkt. 11 3,1%
50-74 pkt. 7 2,0%
1-49 pkt. 116 32,7%
0 pkt. 166 46,8%
brak rozwigzania 46 12,9%
e NAJ — Najazd
NAJ
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 17 4,8%
75-99 pkt. 3 0,8%
50-74 pkt. 20 5,6%
1-49 pkt. 62 17,5%
0 pkt. 202 56,9%
brak rozwigzania 51 14,4%
e LIS — Listonosz
LIS
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 3 1,1%
75-99 pkt. 8 2.2%
50-74 pkt. 0 0,0%
1-49 pkt. 93 26,1%
0 pkt. 219 61,6%
brak rozwigzania 32 9,0%
e ORK — Orka
ORK
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 4 1,1%
75-99 pkt. 0 0,0%
50-74 pkt. 2 0,6%
1-49 pkt. 219 61,7%
0 pkt. 113 31,8%
brak rozwigzania 17 4,8%
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SUMA liczba zawodnikéw czyli
400 pkt. 0 0%
300-399 pkt. 1 0,3%
200-299 pkt. 11 3,1%
100-199 pkt. 33 9.3%
1-99 pkt. 251 70,7%
0 pkt. 59 16,6%

W sumie za wszystkie 4 zadania konkursowe rozktad wynikéw zawodnikéw byl nastepujacy:

Wszystkim zawodnikom przestano informacje o uzyskanych wynikach, a na stronie
Olimpiady dostgpne byty testy, wedtug ktérych sprawdzano rozwiazania. Poinformowano
tez dyrekcje szkot o kwalifikacji ucznidow do finatéw XIII Olimpiady Informatyczne;.

ZAWODY III STOPNIA

Zawody III stopnia odbyly si¢ w o§rodku firmy Combidata Poland S.A. w Sopocie w dniach
od 28 marca do 1 kwietnia 2006 r.

Do zawodéw III stopnia zakwalifikowano 67 najlepszych uczestnikéw zawodow
II stopnia, ktérzy uzyskali wynik nie mniejszy niz 77 pkt.

Zawodnicy uczeszczali do szk6t w nastgpujacych wojewddztwach:

pomorskie 21 uczniéw t6dzkie 2 uczniéw
matopolskie 10 uczniéw podkarpackie 2 uczniéw
Slaskie 8 uczniow zachodniopomorskie 2 uczniéw
kujawsko-pomorskie 7 uczniéw opolskie 1 uczen
mazowieckie 6 uczniéw podlaskie 1 uczen
dolnoslaskie 3 uczniow Swigtokrzyskie 1 uczen
wielkopolskie 3 uczniéw

Nizej wymienione szkoty miaty w finale wigcej niz jednego zawodnika:

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP Gdynia 18 uczniéw
V LO im. Augusta Witkowskiego Krakow 9 uczniéw
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 4 uczniéw
VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich ~ Bydgoszcz 3 uczniéw
V Liceum Ogélnoksztalcace Bielsko-Biata 2 uczniéw
VI LO im. Wactawa Sierpifiskiego Gdynia 2 uczniéw
XIII Liceum Ogdlnoksztatcace Szczecin 2 uczniéw
III LO im. Adama Mickiewicza Wroctaw 2 uczniéw

28 marca odbyla si¢ sesja probna, na ktérej zawodnicy rozwigzywali nie liczace si¢
do ogdlnej klasyfikacji zadanie: ,, Taice w kétkach”. W dniach konkursowych zawodnicy
rozwigzywali zadania: ,Estetyczny tekst”, ,,Krysztal”, ,Palindromy”, ,,Zosia” i ,,Misie”,
kazde oceniane maksymalnie po 100 punktéw.
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Ponizsze tabele przedstawiaja liczby zawodnikéw, ktérzy uzyskali podane liczby
punktéw za poszczegdlne zadania konkursowe w zestawieniu iloSciowym i procentowym:

e TAN — probne — Tarice w kétkach

TAN — proébne
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 0 0,0%
75-99 pkt. 0 0,0%
50-74 pkt. 4 6,0%
1-49 pkt. 38 56,7%
0 pkt. 14 20,9%
brak rozwigzania 11 16,4%
o EST — Estetyczny tekst
EST
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 6 8,9%
75-99 pkt. 3 4,5%
50-74 pkt. 15 22.4%
1-49 pkt. 36 53,7%
0 pkt. 5 7,5%
brak rozwigzania 2 3,0%
o KRY — Krysztat
KRY
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 3 4,5%
75-99 pkt. 2 3,0%
50-74 pkt. 1 1,5%
1-49 pkt. 46 68,6%
0 pkt. 12 17,9%
brak rozwigzania 3 4,5%
e PAL — Palindromy
PAL
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 2 3,0%
75-99 pkt. 1 1,5%
50-74 pkt. 1 1,5%
1-49 pkt. 48 71,6%
0 pkt. 11 16,4%
brak rozwigzania 4 6,0%
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e Z0OS — Zosia
Z70S
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 1 1,5%
75-99 pkt. 5 7,.5%
50—74 pkt. 10 14.9%
1-49 pkt. 21 31,3%
0 pkt. 14 20,9%
brak rozwigzania 16 23,9%
e MIS — Misie
MIS
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 12 17,9%
75-99 pkt. 2 3,0%
50-74 pkt. 4 6,0%
1-49 pkt. 17 25,4%
0 pkt. 23 34,3%
brak rozwigzania 9 13,4%

W sumie za wszystkie 5 zadai konkursowych rozklad wynikéw zawodnikéw byt

nastgpujacy:
SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 1 1,5%
375-499 pkt. 1 1,5%
250-374 pkt. 5 7,5%
125-249 pkt. 21 31,3%
1-124 pkt. 36 53,7%
0 pkt. 3 4,5%

W dniu 1 kwietnia 2006 roku, w Sali Posiedzenn Urzedu Miasta w Sopocie, ogloszono
wyniki finatu XIII Olimpiady Informatycznej 2005/2006 i rozdano nagrody ufundowane
przezz PROKOM Software S.A., Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Ogdlnopolska
Fundacje¢ Edukacji Komputerowej i Olimpiade Informatyczna.

Ponizej zestawiono listg wszystkich laureatéw i finalistow:

(1) Filip Wolski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat I miejsca, ztoty
medal, 500 pkt. (puchar — Olimpiada Informatyczna; notebook — PROKOM; roczny
abonament na ksigzki — WNT), Filip Wolski otrzymat takze puchar ufundowany przez
Olimpiade Informatyczng za caloksztalt swoich osiagnigé, zar6wno w krajowych jak
i migdzynarodowych Olimpiadach Informatycznych.

(2) Jakub Kallas, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat I miejsca, ztoty
medal, 457 pkt. (notebook — PROKOM)
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(3) Marcin Andrychowicz, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie — laureat
II miejsca, srebrny medal, 296 pkt. (notebook — PROKOM)

(4) Michal Pilipczuk, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie — laureat II miejsca,
srebrny medal, 253 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(5) Wojciech Tyczynski, VILO im. J. J. Sniadeckich w Bydgoszczy — laureat IT miejsca,
srebrny medal, 251 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(6) Mateusz Rukowicz, III LO im. A. Mickiewicza we Wroctawiu — laureat II miejsca,
srebrny medal, 250 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(7) Wojciech Smietanka, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat
IT miejsca, srebrny medal, 250 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada
Informatyczna)

(8) Adam Gawarkiewicz, X LO im. prof. S. Banacha w Toruniu — laureat II miejsca,
srebrny medal, 243 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(9) Maciej Klimek, II Liceum Ogoélnoksztalcace w Gorzowie Wielkopolskim — laureat
Il miejsca, srebrny medal, 240 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada
Informatyczna)

(10) Robert Obryk, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie — laureat II miejsca,
srebrny medal, 240 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(11) Piotr Szmigiel, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie — laureat II miejsca,
srebrny medal, 240 pkt. (aparat cyfrowy — PROKOM i Olimpiada Informatyczna)

(12) Tomasz Kulczyiski, VI LO im. J. J. Sniadeckich w Bydgoszczy — laureat II miejsca,
srebrny medal, 234 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(13) Piotr Swigoﬁ, I LO im. Jana Kasprowicza w Inowroctawiu — laureat II miejsca,
srebrny medal, 229 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(14) Bartlomiej Wolowiec, V Liceum Ogdlnoksztalcace w Bielsku-Biatej — laureat
II miejsca, srebrny medal, 221 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(15) Bartosz Janiak, I LO im. Mikotaja Kopernika w L.odzi — laureat III miejsca, brazowy
medal, 205 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(16) Marcin Skotniczny, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 192 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(17) Lukasz Wolochowski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat
III miejsca, brazowy medal, 189 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(18) Marian Marek Kedzierski, XIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Szczecinie — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 174 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(19) Marcin Kurczych, I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach — laureat III miejsca,
brazowy medal, 173 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)
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(20) Szymon Wrzyszcz, II LO im. Jana III Sobieskiego w Grudziadzu — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 165 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(21) Juliusz Kopczewski, 2 Spoteczne LO w Warszawie — laureat III miejsca, brazowy
medal, 155 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(22) Maciej Laszcez, 111 LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat III miejsca,
brazowy medal, 155 pkt. (odtwarzacz mp3 — PROKOM)

(23) Marek Wrébel, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie — laureat III miejsca,
brazowy medal, 135 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(24) Blazej Osinski, VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 133 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(25) Radostaw Kozuch, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 132 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(26) Jacek Migdal, V Liceum Ogolnoksztalcace w Bielsku-Bialej — laureat III miejsca,
brazowy medal, 128 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(27) Kamil Nowosad, I LO im. Edwarda Dembowskiego w Gliwicach — laureat
IIT miejsca, brazowy medal, 127 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(28) Marek Bialowas, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat III miejsca,
brazowy medal, 125 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(29) Mirostaw Michalski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni — laureat
III miejsca, brazowy medal, 119 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

(30) Przemystaw Witek, I LO im. Karola Miarki w Zorach — laureat III miejsca, brazowy
medal, 111 pkt. (odtwarzacz mp3 — OFEK)

Lista pozostatych finalistéw w kolejnos$ci alfabetyczne;j:
e Marcin Babij, IX Liceum Ogélnoksztatcace we Wroctawiu
e Wojciech Baranowski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Jarostaw Blasiok, Zespot Szkét (Gimnazjum) w Gostyniu
e Michat Chruszez, I LO im. Komisji Edukacji Narodwej w Sanoku
o Elzbieta Dlutowska, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Tomasz Dubrownik, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Artur Dwornik, I LO im. Tadeusza KoSciuszki w Koninie
e Przemyslaw Gajda, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Adrian Galewski, Zesp6t Szkét Technicznych w Wodzistawiu Slaskim

e Bartosz Geza, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
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e Tomasz Gogacz, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Piotr Gurgul, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Kamil Herba, XIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Szczecinie
e Michat Jastrzebski, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
e Michat Kijewski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Marek Kiszkis, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Marcin KoScielnicki, I LO im. Juliusza Slowackiego w Chorzowie
e Artur Koninski, IT Liceum ogélnoksztatcace w Koninie
e Maciej Kruk, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Krzysztof Krygiel, IV LO im. Tadeusza KosSciuszki w Toruniu
e Wojciech Jakub Leja, LO WSIiZ w Rzeszowie
e Wojciech Lowiec, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Marek Marczykowski, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
o Pawel Mlocek, LO im. Marii Sktodowskiej-Curie w Andrychowie
e Przemysltaw Pietrzkiewicz, II LO im. Marii Konopnickiej w Katowicach
e Andrzej Redlarski, Gdariskie Liceum Autonomiczne w Gdansku
e Marcin Sobczyk, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Patryk Spanily, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Pawel Jedrzej Sroka, III LO im. A. Mickiewicza we Wroctawiu
e Juliusz Stasiewicz, I LO im. A. Mickiewicza w Bialymstoku
e Bartosz Szreder, VI LO im. Wactawa Sierpifiskiego w Gdyni
e Tomasz Sniatowski, II LO im. Marii Konopnickiej w Opolu
o Pawel Wiejacha, VI LO im. Wactawa Sierpifiskiego w Gdyni
e Mateusz Wloch, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Przemyslaw Zych, LO im. Bolestawa Prusa w Skierniewicach
e Tomasz Zommowski, LO im. Stanistawa Matachowskiego w Ptocku

e Artur Zylinski, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
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Wszyscy laureaci i finaliSci otrzymali ksiazki ufundowane przez Wydawnictwa Naukowo-
Techniczne.

Ogtoszono komunikat o powolaniu reprezentacji Polski na:

e Migdzynarodowa Olimpiad¢ Informatyczna 10’2006 — Meksyk, Merida,
13-20 sierpnia 2006 r.
(1) Filip Wolski
(2) Jakub Kallas
(3) Marcin Andrychowicz
(4) Michat Pilipczuk

rezerwowi:
(5) Wojciech Tyczynski
(6) Mateusz Rukowicz
(7) Wojciech Smietanka

e Olimpiade Informatyczna Krajéw Europy Srodkowej CEOI’ 2006 — Chorwacja, Vrsar,
1-8 lipca 2006 r.

(1) Filip Wolski

(2) Jakub Kallas

(3) Marcin Andrychowicz

(4) Michat Pilipczuk
rezZerwowi:

(5) Wojciech Tyczynski

(6) Mateusz Rukowicz

(7) Wojciech Smietanka

e Baltycka Olimpiade¢ Informatyczna BOI’2006 — Finlandia,  Heinola,
18-22 maja 2006 r.

(1) Jakub Kallas

(2) Marcin Andrychowicz
(3) Wojciech Smietanka
(4) Maciej Klimek

(5) Robert Obryk

(6) Tomasz Kulczynski

rezerwowi:

(7) Lukasz Wotochowski
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(8) Marcin Kurczych
e Obobz czesko-polsko-stowacki, Warszawa, 12—18 czerwca 2006 r.:

— czlonkowie reprezentacji oraz zawodnicy rezerwowi powolani na
Migdzynarodowa Olimpiade Informatyczng (IOI’2006) 1 Olimpiadg
Informatyczna Krajéw Europy Srodkowej (CEOI’2006).

e 0b6z rozwojowo-treningowy im. A. Kreczmara, 23-30 lipca 2006 r.:

— reprezentanci na migdzynarodowe zawody informatyczne, zawodnicy rezerwowi
oraz wszyscy laureaci i finaliSci, ktérzy uczgszczaja do klas nizszych niz
maturalna.

Sekretariat wystawit facznie 30 zaswiadczen o uzyskaniu tytutu laureata i 37 zaswiadczen
o uzyskaniu tytutu finalisty XIII Olimpiady Informatyczne;.

Komitet Gtéwny wyréznit za wklad pracy w przygotowanie finalistéw Olimpiady
Informatycznej nastgpujacych opiekunéw naukowych:

e Pawel Afelt (I Spoteczne Liceum Ogolnoksztalcace w Warszawie)
— Juliusz Kopczewski — laureat III miejsca
o Wiestawa Amietszajew (II Liceum Ogdlnoksztatcace w Koninie)
— Artur Konifiski — finalista
e Agnieszka Antas-Kucypera (IX Liceum Og6lnoksztatlcace we Wroctawiu)
— Marcin Babij — finalista
o Kirzysztof Btasiok (Gostyn)
— Jarostaw Btasiok — finalista

e Ireneusz Bujnowski (I Liceum Ogdlnoksztalcace im. Adama Mickiewicza
w Biatymstoku)

— Juliusz Stasiewicz — finalista
e (Czestaw Drozdowski (XIII Liceum Og6lnoksztalcace w Szczecinie)

— Marian Marek Kedzierski — laureat ITI miejsca

— Kamil Herba — finalista

e Marek Dwurznik (Liceum Ogolnoksztatcace im. Bolestawa Prusa w Skierniewicach)
— Przemystaw Zych — finalista

e Andrzej Dyrek (V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie)

— Robert Obryk — laureat II miejsca

— Marcin Skotniczny — laureat III miejsca
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Marek Wrobel — laureat III miejsca

Przemystaw Gajda — finalista

Marcin Sobczyk — finalista

Radostaw Kozuch — laureat III miejsca
Mirostawa Firszt (IV Liceum Ogélnoksztatcace w Toruniu)
— Krzysztof Krygiel — finalista

Janusz Grabowski (Liceum Ogdlnoksztatcace im. Stanistawa Matachowskiego
w Plocku)

— Tomasz Zotnowski — finalista
Henryk Gurgul (Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie)
— Piotr Gurgul — finalista

Grzegorz Gutowski (V Liceum Ogodlnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie)

— Maciej Kruk — finalista
Adam Herman (I Liceum Ogdélnoksztatcace im. K. Miarki w Zorach)
— Przemystaw Witek — laureat III miejsca
Piotr Kita (I Liceum Og6lnoksztatcace im. KEN w Sanoku)
— Michat Chruszcz — finalista
Kamil Kloch (V Liceum Og6lnoksztatcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie)

— Piotr Szmigiel — laureat II miejsca

— Piotr Gurgul — finalista
Anna Kowalska (V Liceum Ogdlnoksztalcace w Bielsku-Bialej

— Barttomiej Wotowiec — laureat II miejsca

— Jacek Migdat — laureat III miejsca

Jarostaw Kruszyfiski (I Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana Kasprowicza
w Inowroctawiu)

— Piotr Swigoii — laureat II miejsca
Janusz Kurczych (Bank Spétdzielczy w Kielcach)
— Marcin Kurczych — laureat III miejsca
Piotr Kazmierczyk (II Liceum Ogoélnoksztalcace w Gorzowie Wielkopolskim)

— Maciej Klimek laureat II miejsca
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Wojciech Kwasny (I Liceum Ogo6lnoksztalcace im. Juliusza Slowackiego
w Chorzowie)

— Marcin Koscielnicki — finalista

Ryszard Lison (IT Liceum Ogolnoksztatcace w Opolu)
— Tomasz Sniatowski — finalista

Pawetl Mateja (I Liceum Ogdélnoksztatcace im. Mikotaja Kopernika w Lodzi)
— Bartosz Janiak — laureat III miejsca

Grzegorz Owsiany (Wyzsza Szkotla Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
— Wojciech Jakub Leja — finalista

Marcin Pilipczuk (student Uniwersytetu Warszawskiego)
— Michat Pilipczuk — laureat II miejsca

Ryszard Popardowski (Zesp6t Szk6t Technicznych w Wodzistawiu Slaskim)
— Adrian Galewski — finalista

Wilodzimierz Raczek (V Liceum Ogdlnoksztatcace w Bielsku-Biatej)

— Jacek Migdat — laureat III miejsca

— Bartlomiej Wotowiec — laureat II miejsca

Hanna Stachera (XIV Liceum Og6lnoksztatcace im. Stanistawa Staszica w Warszawie)
— Marcin Andrychowicz — laureat II miejsca

Henryk Szantula (IT Liceum Ogdlnoksztatcace im. Marii Konopnickiej w Katowicach)
— Przemystaw Pietrzkiewicz — finalista

Ryszard Szubartowski (III Liceum Og6lnoksztalcace im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni)

Filip Wolski — laureat I miejsca

Jakub Kallas — laureat I miejsca

Wojciech Smietanka — laureat IT miejsca

Lukasz Wotochowski — laureat III miejsca

Maciej Laszcz — laureat III miejsca

Marek Bialowas — laureat III miejsca

Mirostaw Michalski — laureat III miejsca

Wojciech Baranowski — finalista

Elzbieta Dtutowska — finalista
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Tomasz Dubrownik — finalista

Bartosz Geza — finalista

Tomasz Gogacz — finalista
Michat Kijewski — finalista
Marek Kiszkis — finalista

Wojciech Lowiec — finalista

Patryk Spanily — finalista

Bartosz Szreder — finalista

Pawel Wiejacha — finalista

Mateusz Wtoch — finalista

Artur Zylinski — finalista
e Joanna Smigielska (XIV Liceum Ogélnoksztalcace im. St. Staszica w Warszawie)

— Michat Jastrzebski — finalista
— Marek Marczykowski — finalista

e Pawel Walter (V Liceum Ogoélnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego w Krakowie)

— Robert Obryk — laureat II miejsca

— Marcin Skotniczny — laureat III miejsca

e Iwona Waszkiewicz (VI Liceum Ogdlnoksztatcace im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich
w Bydgoszczy)

— Wojciech Tyczyniski — laureat II miejsca
— Tomasz Kulczynski — laureat II miejsca

— Blazej Osinski — laureat III miejsca

e Pawet WoZniak (Liceum Ogdlnoksztalcace im. Marii Skiodowskiej-Curie
w Andrychowie)

— Pawel Mlocek — finalista

Zgodnie z decyzja Komitetu Gtéwnego z dn. 31 marca 2006 nauczyciele i opiekunowie
naukowi laureatéw i finalistéw otrzymaja nagrody pienigzne.

Warszawa, 09 czerwca 2006 roku






Komitet GI6wny Olimpiady Informatycznej

Regulamin Olimpiady

Informatycznej

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiada przedmiotowa powotana przez Instytut Informatyki
Uniwersytetu Wroctawskiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziata
zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia
2002 roku w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejow
i olimpiad (Dz. U. 02.13.125). Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet
Wroctawski. W organizacji Olimpiady Uniwersytet Wroctawski wspodtdziata ze
Srodowiskami akademickimi, zawodowymi i o§wiatowymi dziatajacymi w sprawach edukacji
informatyczne;j.

§2 CELE OLIMPIADY

(1) Stworzenie motywacji dla zainteresowania nauczycieli i uczniéw informatyka.

(2) Rozszerzanie wspoétdziatania nauczycieli akademickich z nauczycielami szko6t
w ksztatceniu mtodziezy uzdolnione;j.

(3) Stymulowanie aktywnoSci poznawczej miodziezy informatycznie uzdolnione;j.

(4) Ksztaltowanie umiejetnosci samodzielnego zdobywania i rozszerzania wiedzy
informatyczne;j.

(5) Stwarzanie mlodziezy mozliwosci szlachetnego wspdtzawodnictwa w rozwijaniu
swoich uzdolnien, a nauczycielom — warunkéw tworczej pracy z mtodzieza.

(6) Wytanianie reprezentacji Rzeczypospolitej Polskiej na Miedzynarodowa Olimpiade
Informatyczng i inne migdzynarodowe zawody informatyczne.

§3 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiade przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej, zwany dalej
Komitetem.

(2) Olimpiada jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie moga bra¢ indywidualnie udziat uczniowie wszystkich typéw szkot
ponadgimnazjalnych i szkét Srednich dla mlodziezy, dajacych mozliwo$¢ uzyskania
matury.
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W Olimpiadzie moga réwniez uczestniczy¢ — za zgoda Komitetu Gléwnego —
uczniowie szkét podstawowych, gimnazjow, zasadniczych szk6t zawodowych i szkoét
zasadniczych.

Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu
przez uczestnika zadan ustalonych dla tych zawodéw oraz przekazaniu rozwiazan
w podanym terminie, w miejsce i W sposéb okreslony w ,,Zasadach organizacji
zawodow”, zwanych dalej Zasadami.

Zawody II stopnia sa organizowane przez komitety okregowe Olimpiady lub instytucje
upowaznione przez Komitet Gtéwny.

Zawody 1I i III stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zada. Zawody te
odbywaja si¢ w ciagu dwdch sesji, przeprowadzanych w réznych dniach, w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci. Zawody poprzedzone sa sesja prébna, ktérej rezultaty
nie licza si¢ do wynikéw zawodéw.

Liczbg uczestnikéw kwalifikowanych do zawodéw II i III stopnia ustala Komitet
Gtéwny i podaje ja w Zasadach.

Komitet Gtéwny kwalifikuje do zawodéw II i III stopnia odpowiednia liczbe
uczestnikow, ktérych rozwigzania zadan stopnia nizszego zostang ocenione najwyzej.
Zawodnicy zakwalifikowani do zawodéw III stopnia otrzymuja tytul finalisty
Olimpiady Informatyczne;j.

Rozwiazaniem zadania zawodéw I, II i IIT stopnia sa, zgodnie z treScia zadania, dane
lub program. Program powinien by¢ napisany w jezyku programowania i Srodowisku
wybranym z listy jezykéw i Srodowisk ustalanej przez Komitet Gtéwny i ogtaszane;j
w Zasadach.

Rozwigzania sa oceniane automatycznie. Jesli rozwiazaniem zadania jest program, to
jest on uruchamiany na testach z przygotowanego zestawu.

Podstawa oceny jest zgodno§¢ sprawdzanego programu z podang w treSci zadania
specyfikacja, poprawnos¢ wygenerowanego przez program wyniku oraz czas dziatania
tego programu. Jesli rozwigzaniem zadania jest plik z danymi, wéwczas ocenia si¢
poprawnos¢ danych i na tej podstawie przyznaje punkty.

Rozwigzania zespolowe, niesamodzielne, niezgodne z ,,Zasadami organizacji
zawodow” lub takie, co do ktérych nie mozna ustali¢ autorstwa,nie beda oceniane.

Kazdy zawodnik jest zobowiazany do zachowania w tajemnicy swoich rozwiazan
w czasie trwania zawodow.

W szczegdlnie razacych wypadkach tamania Regulaminu i Zasad Komitet Gléwny
moze zdyskwalifikowaé zawodnika.

Komitet Gléwny przyjal nastgpujacy tryb opracowywania zadan olimpijskich:

(a) Autor zglasza propozycje zadania, ktére powinno by¢ oryginalne i nieznane, do
sekretarza naukowego Olimpiady.
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(b) Zgtoszona propozycja zadania jest opiniowana, redagowana, opracowywana
wraz z zestawem testow, a opracowania podlegaja niezaleznej weryfikacji.
Zadanie, ktére uzyska negatywna opini¢ moze zosta¢ odrzucone lub skierowane
do ponownego opracowania.

(c) Wyboru zestawu zadan na zawody dokonuje Komitet Gtowny, sposréd zadan,
ktére zostaty opracowane i uzyskaly pozytywna opinig.

(d) Wszyscy uczestniczacy w procesie przygotowania zadania sa zobowiazani do
zachowania tajemnicy do czasu jego wykorzystania w zawodach lub ostatecznego
odrzucenia.

§4 KOMITET GEOWNY OLIMPIADY
INFORMATYCZNEJ

(1) Komitet Gtéwny jest odpowiedzialny za poziom merytoryczny i organizacj¢ zawodow.
Komitet sktada corocznie organizatorowi sprawozdanie z przeprowadzonych zawodéw.

(2) W sktad Komitetu wchodza nauczyciele akademiccy, nauczyciele
szk6t ponadgimnazjalnych i ponadpodstawowych oraz pracownicy o§wiaty zwigzani
7 ksztalceniem informatycznym.

(3) Komitet wybiera ze swego grona Prezydium na kadencje trzyletnia. Prezydium
podejmuje  decyzje ~w  naglych  sprawach  pomigdzy  posiedzeniami
Komitetu. W sktad Prezydium wchodza w szczegdlnosci: przewodniczacy, dwéch
wiceprzewodniczacych, sekretarz naukowy, kierownik Jury i kierownik organizacyjny.

(4) Komitet dokonuje zmian w swoim sktadzie za zgoda Organizatora.
(5) Komitet powotuje i rozwiazuje komitety okrggowe Olimpiady.
(6) Komitet:

£ 1,99

(a) opracowuje szczegétowe ,,Zasady organizacji zawodow”,
razem z trescig zadan zawod6w I stopnia Olimpiady,

ktére sa oglaszane

(b) powotuje i odwotuje cztonkéw Jury Olimpiady, ktére jest odpowiedzialne za
sprawdzenie zadan,

(c) udziela wyjasnieri w sprawach dotyczacych Olimpiady,

(d) ustala listy laureatéw i wyréznionych uczestnikéw oraz kolejnosc¢ lokat,

(e) przyznaje uprawnienia i nagrody rzeczowe wyrdzniajacym si¢ uczestnikom
Olimpiady,

(f) ustala sktad reprezentacji na Migdzynarodowa Olimpiadg¢ Informatyczng i inne
migdzynarodowe zawody informatyczne.

(7) Decyzje Komitetu zapadaja zwykla wigkszoscia gtoséw uprawnionych przy udziale
przynajmniej potowy cztonkéw Komitetu. W przypadku réwnej liczby gloséw
decyduje gtos przewodniczacego obrad.
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(8) Posiedzenia Komitetu, na ktérych ustala si¢ tresci zadain Olimpiady, sa tajne.
Przewodniczacy obrad moze zarzadzi¢ tajno$¢ obrad takze w innych uzasadnionych
przypadkach.

(9) Do organizacji zawodéw II stopnia w miejscowosciach, ktérych nie obejmuje zaden
komitet okrggowy, Komitet powotuje komisje zawodéw co najmniej trzy miesiace
przed terminem rozpoczgcia zawodow.

(10) Decyzje Komitetu we wszystkich sprawach dotyczacych przebiegu i wynikéw
zawodOw sa ostateczne.

(11) Komitet dysponuje funduszem Olimpiady za posrednictwem kierownika
organizacyjnego Olimpiady.

(12) Komitet zatwierdza plan finansowy dla kazdej edycji Olimpiady na pierwszym
posiedzeniu Komitetu w nowym roku szkolnym.

(13) Komitet przyjmuje sprawozdanie finansowe z kazdej edycji Olimpiady w ciagu
czterech miesigcy od zakonczenia danej edycji.

(14) Komitet ma siedzibe w Osrodku Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputeréw
w Warszawie. Osrodek wspiera Komitet we wszystkich dziataniach organizacyjnych
zgodnie z Deklaracja z dnia 8 grudnia 1993 roku przekazang Organizatorowi.

(15) Pracami Komitetu kieruje przewodniczacy, a w jego zastgpstwie lub z jego
upowaznienia jeden z wiceprzewodniczacych.

(16) Przewodniczacy:

(a) czuwa nad caloksztaltem prac Komitetu,
(b) zwotuje posiedzenia Komitetu,

(c) przewodniczy tym posiedzeniom,

(d) reprezentuje Komitet na zewnatrz,

(e) czuwa
nad prawidlowoScig wydatkéw zwiazanych z organizacja i przeprowadzeniem
Olimpiady oraz zgodnoS$cia dziatalnosci Komitetu z przepisami.

(17) Komitet prowadzi archiwum akt Olimpiady przechowujac w nim migdzy innymi:

(a) zadania Olimpiady,

(b) rozwiazania zadaf Olimpiady przez okres 2 lat,

(c) rejestr wydanych zaswiadczen i dyploméw laureatéw,
(d) listy laureatéw i ich nauczycieli,

(e) dokumentacje statystyczna i finansowa.

(18) W jawnych posiedzeniach Komitetu mogg bra¢ udzial przedstawiciele organizacji
wspierajacych, jako obserwatorzy z glosem doradczym.
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85 KOMITETY OKREGOWE

(1) Komitet okregowy sktada si¢ z przewodniczacego, jego zastgpcy, sekretarza i co
najmniej dwéch cztonkow.

(2) Zmiany w skladzie komitetu okregowego sa dokonywane przez Komitet.

(3) Zadaniem komitetéw okregowych jest organizacja zawodéw II stopnia oraz
popularyzacja Olimpiady.

§6 PRZEBIEG OLIMPIADY

(1) Komitet rozsyta do szk6t wymienionych w § 3.3 oraz kuratoriow o$wiaty
i koordynatoréw edukacji informatycznej tresci zadan I stopnia wraz z Zasadami.

(2) W czasie rozwiazywania zadain w zawodach II i III stopnia kazdy uczestnik ma do
swojej dyspozycji komputer.

(3) Rozwiazywanie zadan Olimpiady w zawodach II i III stopnia jest poprzedzone
jednodniowymi sesjami probnymi umozliwiajacymi zapoznanie si¢ uczestnikéw
z warunkami organizacyjnymi i technicznymi Olimpiady.

(4) Komitet zawiadamia uczestnika oraz dyrektora jego szkoly o zakwalifikowaniu do
zawodow stopnia I1 i III, podajac jednoczes$nie miejsce i termin zawodow.

(5) Uczniowie powotani do udzialu w zawodach II i III stopnia sa zwolnieni z zajeé
szkolnych na czas niezbedny do udzialu w zawodach, a takze otrzymuja bezplatne
zakwaterowanie i wyzywienie oraz zwrot kosztéw przejazdu.

§7 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finalisci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej
celujaca roczng (semestralng) oceng klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki.
Uprawnienie to przystuguje takze wtedy, gdy przedmiot nie byl objety szkolnym
planem nauczania danej szkoty.

(3) Uprawnienia okreslone w p. 1. i 2. przystuguja na zasadach okreSlonych
w rozporzadzeniu MENIiS z dnia 7 wrzes$nia 2004 r. w sprawie warunkéw i sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz przeprowadzania
sprawdzianéw i egzaminéw w szkotach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199,
poz. 2046, §8§ 18 56).

(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja ulatwiony lub wolny wstep do tych szkét
wyzszych, ktérych senaty podjety uchwaty w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy
7 dnia 12 wrze$nia 1990 r. o szkolnictwie wyzszym, na zasadach zawartych w tych
uchwatach (Dz. U. z 1990 r. Nr 65 poz. 385, Art. 141).
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(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet.
Zaswiadczenia podpisuje przewodniczacy Komitetu.  Komitet prowadzi rejestr
wydanych zaswiadczen.

(6) Nauczyciel, ktérego praca przy przygotowaniu uczestnika Olimpiady zostanie
oceniona przez Komitet jako wyrdzniajaca, otrzymuje nagrode wyptacana z budzetu
Olimpiady.

(7) Komitet przyznaje wyrdzniajacym si¢ aktywnoscia cztonkom Komitetu i komitetow

okregowych nagrody pieni¢zne z funduszu Olimpiady.

(8) Osobom, ktére wniosty szczegdlnie duzy wktad w rozwéj Olimpiady Informatycznej
Komitet moze przyznaé honorowy tytul: ,,Zastuzony dla Olimpiady Informatyczne;j”.

8 FINANSOWANIE OLIMPIADY

Komitet bedzie si¢ ubiegal o pozyskanie Srodkéw finansowych z budzetu paristwa,
sktadajac wniosek w tej sprawie do Ministra Edukacji Narodowej i Sportu i przedstawiajac
przewidywany plan finansowy organizacji Olimpiady na dany rok. Komitet bedzie takze
zabiegatl o pozyskanie dotacji z innych organizacji wspierajacych.

§9 PRZEPISY KONCOWE

(1) Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szkét maja obowiazek
dopilnowania, aby wszystkie wytyczne oraz informacje dotyczace Olimpiady zostaly
podane do wiadomosci uczniéw.

(2) Komitet zatwierdza sprawozdanie merytoryczne z przeprowadzonej edycji Olimpiady
w ciaggu 3 miesiecy po zakonczeniu zawodow III stopnia i przedstawia je
Organizatorowi i Ministerstwu Edukacji Narodowej i Sportu.

(3) Niniejszy regulamin moze by¢ zmieniony przez Komitet tylko przed rozpoczgciem
kolejnej edycji zawodéw Olimpiady po zatwierdzeniu zmian przez Organizatora.

Warszawa, 3 wrzesnia 2005 r.



Komitet GI6wny Olimpiady Informatycznej

Zasady organizacji zawodow
w roku szkolnym 2005/2006

Podstawowym aktem prawnym dotyczacym Olimpiady jest Regulamin Olimpiady
Informatycznej, ktérego pelny tekst znajduje si¢ w kuratoriach.  Ponizsze zasady
sa uzupelnieniem tego Regulaminu, zawierajacym szczegétowe postanowienia Komitetu
Gtéwnego Olimpiady Informatycznej o jej organizacji w roku szkolnym 2005/2006.

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiada przedmiotowa powotang przez Instytut Informatyki
Uniwersytetu Wroctawskiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziata
zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia
2002 roku w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejow
i olimpiad (Dz. U. 02.13.125). Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet
Wroctawski. W organizacji Olimpiady Uniwersytet Wroctawski wspoétdziata ze
srodowiskami akademickimi, zawodowymi i o§wiatowymi dziatajacymi w sprawach edukacji
informatyczne;j.

§2 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiadg przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatyczne;j.
(2) Olimpiada Informatyczna jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie Informatycznej moga bra¢ indywidualnie udziat uczniowie wszystkich
typéw szkét ponadgimnazjalnych i szkét Srednich dla mtodziezy dajacych mozliwosé
uzyskania matury. W Olimpiadzie moga réwniez uczestniczy¢( — za zgoda
Komitetu Giéwnego — uczniowie szkét podstawowych, gimnazjéw, zasadniczych
szk6t zawodowych i szkét zasadniczych.

(4) Rozwiazaniem kazdego z zadan zawodéw I, II i III stopnia jest program (napisany
w jednym z nastgpujacych jezykéw programowania: Pascal, C lub C + +), lub plik
z danymi.

(5) Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu
zadan i nadestaniu rozwiazan w podanym terminie.

(6) Zawody II i III stopnia polegaja na rozwiazywaniu zadain w warunkach kontrolowane;j
samodzielnoSci. Zawody te odbywajq si¢ w ciagu dwoch sesji, przeprowadzanych
w réznych dniach.

(7) Do zawod6éw II stopnia zostanie zakwalifikowanych 300 uczestnikéw, ktérych
rozwiazania zadan | stopnia zostana ocenione najwyzej; do zawodéw III stopnia —



40

Zasady organizacji zawodow

60 uczestnikéw, ktérych rozwiazania zadan II stopnia zostana ocenione najwyzej.
Komitet Gtéwny moze zmieni¢ podane liczby zakwalifikowanych uczestnikéw co
najwyzej o 20%.

(8) Podjete przez Komitet Gtéwny decyzje o zakwalifikowaniu uczestnikéw do zawodow
kolejnego stopnia, zajetych miejscach i przyznanych nagrodach oraz sktadzie polskiej
reprezentacji na Migdzynarodowa Olimpiade Informatyczng i inne migdzynarodowe
zawody informatyczne sa ostateczne.

(9) Terminarz zawoddow:

e zawody I stopnia — 24.10-21.11.2005 r.
ogloszenie wynikow:
—  w witrynie Olimpiady — 16.12.2005 r.,
-  poczta — 29.12.2005 r.

e zawody II stopnia — 14-16.02.2006 r.
ogloszenie wynikow:
—  w witrynie Olimpiady — 24.02.2006 r.
—  poczta — 03.03.2006 1.

e zawody III stopnia — 28.03-01.04.2006 r.

§3 WYMAGANIA DOTYCZACE ROZWIAZAN ZADAN
ZAWODOW I STOPNIA

(1) Zawody I stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zadan eliminacyjnych
(niekoniecznie wszystkich) i przestaniu rozwiazan do Komitetu Gtéwnego Olimpiady
Informatycznej. Mozliwe sg tylko dwa sposoby przesylania:

e Poprzez witryng Olimpiady o adresie: www.oi.edu.pl do godziny 12:00
(w potudnie) dnia 21 listopada 2005 r. Komitet Gtéwny nie ponosi
odpowiedzialnosci za brak mozliwosci przekazania rozwigzan przez witryng
w sytuacji nadmiernego obciazenia lub awarii serwisu. Odbidr przesyiki zostanie
potwierdzony przez Komitet Gtéwny zwrotnym listem elektronicznym (prosimy
o zachowanie tego listu). Brak potwierdzenia moze oznaczaé, ze rozwiazanie
nie zostalo poprawnie zarejestrowane. W tym przypadku zawodnik powinien
przesta¢ swoje rozwiazanie przesylka polecona za poSrednictwem zwyktej
poczty. Szczegdty dotyczace sposobu postgpowania przy przekazywaniu zadan
i zwiazanej z tym rejestracji beda podane w witrynie.

e Poczta, przesytka polecona, na adres:

Olimpiada Informatyczna
Osrodek Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputerow
ul. Nowogrodzka 73
02-006 Warszawa
tel. (0-22) 626-83-90
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w nieprzekraczalnym terminie nadania do 21 listopada 2005 r. (decyduje data
stempla pocztowego). Prosimy o zachowanie dowodu nadania przesytki.

Rozwiazania dostarczane w inny sposéb nie beda przyjmowane.

W przypadku jednoczesnego zgloszenia rozwiazania przez Internet i listem
poleconym, ocenie podlega jedynie rozwiazanie wyslane listem poleconym.
W takim przypadku jest konieczne podanie w dokumencie zgloszeniowym
identyfikatora uzytkownika uzytego do zgloszenia rozwiazan przez Internet.

(2) Ocena rozwiazania zadania jest okreslana na podstawie wynikdw testowania programu
i uwzglednia poprawno$¢ oraz efektywnos$¢ metody rozwiazania uzytej w programie.

(3) Rozwiazania zespotowe, niesamodzielne, niezgodne z ,Zasadami organizacji
zawod6éw” lub takie, co do ktérych nie mozna ustali¢ autorstwa, nie beda oceniane.

(4) Kazdy zawodnik jest zobowiazany do zachowania w tajemnicy swoich rozwiazan
w czasie trwania zawodow.

(5) Rozwiazanie kazdego zadania, ktére polega na napisaniu programu, sktada sie
z (tylko jednego) pliku Zrédlowego; imig¢ i nazwisko uczestnika musza by¢ podane
w komentarzu na poczatku kazdego programu.

(6) Nazwy plikéw z programami w postaci Zrédlowej muszg by¢ takie jak podano w tresci
zadania. Nazwy tych plikéw musza mieé nastgpujace rozszerzenia zalezne od uzytego
jezyka programowania:

Pascal .pas
C .c
C++ .Cpp

(7) Programy w C/C + + beda kompilowane w systemie Linux za pomoca kompilatora
GCC/G++v.3.4.4.
Programy w Pascalu beda kompilowane w systemie Linux za pomoca kompilatora
FreePascal v. 2.0.0. Wyboér polecenia kompilacji zalezy od podanego rozszerzenia
pliku w nastepujacy sposéb (np. dla zadania abc):

Dla c gcc -02 -static abc.c -1lm
Dla cpp g++ -02 -static abc.cpp -1m
Dla pas ppc386 -02 -XS -Xt abc.pas

Pakiety instalacyjne tych kompilatoréw (i ich wersje dla DOS/Windows) sa dostgpne
w witrynie Olimpiady www.oi.edu.pl.

(8) Program powinien odczytywaé dane wejSciowe ze standardowego wejscia i zapisywaé
dane wyjSciowe na standardowe wyjscie, chyba ze dla danego zadania wyraZnie
napisano inaczej.

(9) Nalezy przyjac, ze dane testowe sa bezbtedne, zgodne z warunkami zadania i podang
specyfikacja wejscia.
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(10) Uczestnik korzystajacy z poczty zwyklej przysyla:

e NoSnik (dyskietke lub CD-ROM) w standardzie dla komputeréw PC,
zawierajacy:

— spis zawarto$ci nos$nika oraz dane osobowe zawodnika w pliku nazwanym
SPIS.TXT,

— do kazdego rozwiazanego zadania — program zZrédtowy lub plik z danymi.
Na no$niku nie powinno by¢ zadnych podkatalogéw.

e Wypelniony dokument zgloszeniowy (dostepny w witrynie internetowe;j
Olimpiady). Nalezy podaé adres elektroniczny. Podanie adresu jest niezbedne
do wzigcia udziatu w procedurze reklamacyjnej opisanej w punktach 14, 151 16.

(11) Uczestnik korzystajacy z witryny Olimpiady postepuje zgodnie z instrukcjami
umieszczonymi w witrynie.

(12) W witrynie Olimpiady znajduja si¢ Odpowiedzi na pytania zawodnikoéw dotyczace
Olimpiady. Poniewaz Odpowiedzi moga zawiera wazne informacje dotyczace
toczacych si¢ zawodéw wszyscy uczestnicy Olimpiady proszeni sa o regularne
zapoznawanie si¢ z ukazujacymi si¢ odpowiedziami. Dalsze pytania nalezy przysytaé
poprzez witryng Olimpiady. Komitet Gtéwny moze nie udzieli¢ odpowiedzi na
pytanie z waznych przyczyn, m.in. gdy jest ono niejednoznaczne lub dotyczy sposobu
rozwigzania zadania.

(13) Poprzez witryng dostgpne sa narzedzia do sprawdzania rozwigzan pod wzgledem
formalnym.  Szczegdty dotyczace sposobu postgpowania sa doktadnie podane
w witrynie.

(14) Od dnia 5 grudnia 2005 r. poprzez witryng Olimpiady kazdy zawodnik bedzie mogt
zapoznaé si¢ ze wstgpna oceng swojej pracy. Wstepne oceny beda dostepne jedynie
w witrynie Olimpiady i tylko dla oséb, ktére podaty adres elektroniczny.

(15) Do dnia 9 grudnia 2005 r. (wlacznie) poprzez witryng Olimpiady kazdy zawodnik
bedzie mogt zgtasza¢ uwagi do wstegpnej oceny swoich rozwiazan. Reklamacji nie
podlega jednak dobor testéw, limitéw czasowych, kompilatoréw i sposobu oceny.

(16) Reklamacje ztozone po 9 grudnia 2005 r. nie beda rozpatrywane.

¢4 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finalisci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej
celujaca roczng (semestralng) ocene klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki.
Uprawnienie to przystuguje takze wtedy, gdy przedmiot nie byt objety szkolnym
planem nauczania danej szkoty.
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(3) Uprawnienia okre§lone w p. 1. i 2. przysluguja na zasadach okreSlonych
w rozporzadzeniu MENIiS z dnia 7 wrzes$nia 2004 r. w sprawie warunkow i sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz przeprowadzania
sprawdzianéw i egzaminéw w szkofach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199,
poz. 2046, §§ 18 i 56) wraz z péZniejszymi zmianami zawartymi w Rozporzadzeniu
MENIiS z dnia 16 czerwca 2005 r. (Dz. U. z 2005 r. Nr 108, poz. 905).

(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja ulatwiony lub wolny wstgp do tych szkét
wyzszych, ktérych senaty podjety uchwaty w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy
z dnia 12 wrze$nia 1990 r. o szkolnictwie wyzszym, na zasadach zawartych w tych
uchwatach (Dz.U. z 2005 r. Nr 164 poz. 1365).

(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet Gtéwny.

(6) Komitet Giéwny ustala skiad reprezentacji Polski na XVIII Miedzynarodowa
Olimpiadg Informatyczna w 2006 roku na podstawie wynikéw zawoddéw III stopnia
i regulaminu tej Olimpiady Migdzynarodowe;j.

(7) Komitet GIéwny moze przyznaé nagrode nauczycielowi lub opiekunowi naukowemu,
ktéry przygotowat laureata lub finalistg Olimpiady.

(8) Wyznaczeni przez Komitet Gtéwny reprezentanci Polski na
olimpiady migdzynarodowe oraz finalisci, ktérzy nie sa w ostatniej programowo klasie
swojej szkoty, zostana zaproszeni do nieodptatnego udziatu w VII Obozie Naukowo-
Treningowym im. Antoniego Kreczmara, ktéry odbedzie si¢ w czasie wakacji 2006 r.

(9) Komitet Gléwny moze przyznawa¢ finalistom i laureatom nagrody, a takze stypendia
ufundowane przez osoby prawne lub fizyczne.

§5 PRZEPISY KONCOWE

(1) Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szkét maja obowiazek
dopilnowania, aby wszystkie informacje dotyczace Olimpiady zostaly podane do
wiadomosci uczniéw.

(2) Komitet Giéwny zawiadamia wszystkich uczestnikow zawodéw I i II stopnia o ich
wynikach. Uczestnicy zawodéw I stopnia, ktérzy przesla rozwiazania jedynie przez
Internet zostana zawiadomieni poczta elektroniczna, a poprzez witryng Olimpiady
beda mogli zapoznaé si¢ ze szczegétowym raportem ze sprawdzania ich rozwigzan.
Pozostali zawodnicy otrzymaja informacje o swoich wynikach w terminie péZniejszym
zwykta poczta.

(3) Kazdy uczestnik, ktéry zakwalifikowat si¢ do zawodéw wyzszego stopnia oraz
dyrektor jego szkoly otrzymuja informacje o miejscu i terminie nastgpnych zawodow.

(4) Uczniowie zakwalifikowani do udziatu w zawodach II i III stopnia sa zwolnieni z zajgé
szkolnych na czas niezbedny do udzialu w zawodach, a takze otrzymuja bezptatne
zakwaterowanie, wyzywienie i zwrot kosztow przejazdu.

Witryna Olimpiady: www.oi.edu.pl
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Jakub Radoszewski Michal Adamaszek

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap I

Krazki

Maty Jas dostat od rodzicow na urodziny nowg zabawke, w ktorej sktad wchodzq rurka i krgzki.
Rurka ma nietypowy ksztalt — mianowicie jest to polgczenie pewnej liczby walcéw (o takiej
samej grubosci) z wycietymi w Srodku (wspdlosiowo) okrgglymi otworami rézinej Srednicy.
Rurka jest zamknieta od dolu, a otwarta od gory. Na poniiszym rysunku przedstawiono
przyktadowq takq rurke, ztoZong z walcow, w ktorych wycieto otwory o Srednicach kolejno:
bem, 6em, 4em, Sem, 6em, 2em 1 3cem.

N O R W N =

Krgzki w zabawce Jasia sq walcami o réinych $rednicach i takiej samej grubo$ci, co walce
tworzgce rurke.

Jas wymyslil sobie nastepujgcq zabawe. Majgc do dyspozycji pewien zestaw krozkow
zastanawia sie, na jakiej glebokosci zatrzymalby sie ostatni z nich, gdyby wrzucat je kolejno
do rurki centralnie (czyli dokladnie w jej $rodek). Dla przykladu, gdyby wrzucié do powyzszej
rurki krqzki o Srednicach kolejno 3cm, 2cm i 5cem, to otrzymalibysmy nastepujace sytuacje:
I

Y

7557
755,

~N O B WD =

Jak widaé, kazdy kolejny krgzek po wrzuceniu spada dopdki sie nie zaklinuje (czyli nie oprze
sie o walec, w ktérym wyciety jest otwdr o mniejszej Srednicy niz Srednica krazka) albo nie
natrafi na przeszkode w postaci innego krgzka lub dna rurki.

Poniewaz zabawa ta jest trudna dla matego Jasia, to ciggle prosi swoich rodzicow o pomoc.
A jako Ze rodzice Jasia nie lubig takich zabaw intelektualnych, to poprosili Ciebie — znajomego
programiste 0 napisanie programu, ktory zamiast nich bedzie udzielal odpowiedzi Jasiows.
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Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia schemat rurki i opis krgzkow, jakie Jas bedzie wrzucal
do rurki,

o wyznaczy glebokosé, na jakiej zatrzyma sie ostatni wrzucony przez Jasia krqzek,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby calkowite n i m (1 < n,m < 800 000), oddzielone
pojedynczym odstepem i oznaczajgce wysokosé rurki Jasia (liczbe walcdw wchodzgcych w jej
sklad) i liczbe krgzkéw, ktdre zamierza wrzuci¢ do rurki. Drugi wiersz wejscia zawiera
n liczb calkowitych ry,ro,....rn (1 < r; < 1000000000 dla 1 < i < n) oddzielonych
pojedynczymi odstepami i oznaczajgcych Srednice otwordw wycietych w kolejnych (od gdry)
walcach tworzgcych rurke. Trzeci wiersz wejscia zawiera m liczb catkowitych ky,kp,... . kn
(1 <k; < 1000000000 dla 1 <j<m) oddzielonych pojedynczymi odstgpami i oznaczajgcych
Srednice kolejnych krgzkow, ktore Jas zamierza wrzucié do rurki.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac¢ jedng liczbe catkowitq, oznaczajgcg
glebokosc zatrzymania sie ostatniego krqzka. Jezeli krqzek ten w ogdle nie wpadnie do rurki,
to odpowiedzig powinna byé liczba 0.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
73

5643623

325

poprawnym wynikiem jest:
2

Rozwigzanie

Rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n+mlogn)

Najprostszym rozwigzaniem jest symulacja sytuacji opisanej w zadaniu — kazdy krazek
spada, dopdki nie zaklinuje si¢ badZ nie natrafi na przeszkode w postaci innego krazka
lub dna rurki. Symulacj¢ spadania jednego krazka mozemy przeprowadzi¢ w czasie O(n)
— po prostu przegladamy rurke od goéry, poszukujac miejsca, w ktédrym zatrzyma si¢ dany
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krazek. Catkowita ztozonosé takiego rozwiazania to O(nm). Jest ona zdecydowanie za duza
jak na ograniczenia z zadania.

Kluczem do rozwiazania zadania jest przyspieszenie powyzszej symulacji — musimy
znalez¢ poziom, na ktérym zatrzyma si¢ dany krazek w czasie krétszym niz O(n).
Oczywiscie bierzemy pod uwage jedynie poziomy powyzej pozycji ostatnio wrzuconego
krazka. Nastgpny krazek moze dolecie¢ do okre§lonego poziomu, jezeli wczesniej nie
zaklinuje sig, czyli jezeli wszystkie walce na wyzszych poziomach maja Srednice niemniejsze
od §rednicy krazka. To sformulowanie jest rGwnowazne temu, ze minimum ze Srednic
wszystkich walcéw potozonych powyzej danego poziomu musi by¢ niemniejsze od $rednicy
krazka. Jezeli na poczatku policzymy minima m,my,...,m, dla wszystkich pozioméw
(mozna to zrobi¢ w czasie O(n)), to w czasie statym uzyskujemy odpowiedZ na pytanie,
czy krazek moze dolecie¢ na dany poziom. Co wazniejsze, obliczony ciag wartosci
my,my,...,m, jest niemalejacy i w celu znalezienia najnizszego poziomu i, dla ktérego m;
jest niemniejsze od Srednicy wrzucanego krazka, mozna zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne.
To oznacza, ze pozycje koficowa jednego krazka umiemy znalezé w czasie O(logn), a zatem
cate rozwiazanie ma ztozono$¢ O(n+ mlogn).

Ponizej zamieszczamy pseudokod tego rozwiazania. Petny kod mozna znaleZ¢ na dysku
dotaczonym do ksigzeczki.

1: program Rozwiqzanie pierwsze;

2: { Liczymy ciag miniméw m; }

3 my =11,

4: for i := 2 to n do

5. m; = min(m;_1,r;);

6: { Poszukiwanie pozycji krazkéw }

7. poprzedni = n+1; { pierwszy krazek moze si¢ zatrzymaé }
8: { najdalej na dnie rurki }

9: for j ;=1 to m do
10: begin { Wyszukiwanie binarne }

11:  a =0, b = poprzedni—1,;

12z while a <b do

13:  begin { Uwaga! Wyszukujemy binarnie wsréd liczb catkowitych! }

14; c = |9+,

15: if m. <k; then

16: { Tak daleko krazek nie doleci }
17: b =c—1,

18: else

19: { Tutaj krazek moze dolecieé }
20 a = c

21:  end

22:  poprzedni = a;

23:  if poprzedni =0 then
24: return O;

25: end

26: return poprzedni;
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Krqzk:
Rozwigzanie o zlozonosci czasowe]j 0(71 —I—m)

Co prawda powyzsze rozwigzanie przechodzi wszystkie testy, jednak mozemy je jeszcze
usprawnic. Zamiast wyszukiwaé pozycje krazka binarnie wykorzystamy proste
wyszukiwanie liniowe, z tym, ze rozpoczniemy je od pozycji poprzedniego krazka (dla
pierwszego krazka — od dna rurki). Poczawszy od tej pozycji bedziemy badaé kolejne,
coraz ptytsze, do momentu az znajdziemy poziom i o wystarczajaco duzej wartoSci m; —
bedzie to poziom, na ktérym zatrzyma si¢ dany krazek.

Mimo, ze jeden krok takiego wyszukiwania moze w najgorszym przypadku wymagac
przejrzenia nawet O(n) pozioméw, to tatwo zauwazy¢, ze kazdy poziom analizujemy co
najwyzej raz. Jesli bowiem w trakcie poszukiwania pozycji krazka rozwazamy pewien
poziom, to oznacza, ze dany krazek zatrzyma si¢ na nim lub ponad nim i poszukujac pozycji
pozostatych krazkéw bedziemy juz rozwazac tylko poziomy lezace powyzej. Stad wynika,
ze sumaryczna zlozono$¢ czasowa algorytmu wynosi O(n + m) (staly czas na rozwazanie
kazdego poziomu oraz staty czas na rozwazenie kazdego krazka).

Z analizy tego prostego algorytmu mozna wysnué ciekawy wniosek: algorytm, ktérego
dowolny krok moze mie¢ pesymistycznie duza ztozono$¢, nie musi by¢ wolnym algorytmem.
Jego catkowita zlozono$¢ moze okazaé si¢ istotnie lepsza niz iloczyn pesymistycznej
ztozonosci jednego jego kroku i liczby wszystkich krokéw (choé oczywiscie nie jest to
regula).

Oto pseudokod tego rozwiazania (pelny kod mozna znalezé na dysku dotaczonym
do ksiagzeczki):

1: program Rozwiqzanie drugie

2: { Liczymy ciag miniméw m; }

3 m = r,

4: for i := 2 to n do

5 my; = min(mi_1,ri);

6: { Poszukiwanie pozycji krazkéw }

7. poprzedni = n+1; { pierwszy krazek moze si¢ zatrzymaé }
8: { najdalej na dnie rurki }

9: for j ;=1 to m do

10: begin

11:  { Wyszukiwanie liniowe od pozycji poprzedniego krazka }
12:  a = poprzedni—1;

13:  while (¢ >0) and (m, <k;) do

14: a =a—1;

15:  poprzedni = a;

16:  if poprzedni =0 then

17: return 0;

18: end

19: return poprzedni,



Testy

Zadanie testowane byto na zestawie 11 danych. Dwa z nich stanowity grupy po dwa testy
— jeden miat odpowiedZ réwna O (czyli nie wszystkie krazki miescily si¢ w rurce), a drugi
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dodatnia.
Nazwa n m Opis
krala.in 50 51 | za duzo krazkéw, odpowiedz O
kralb.in 100 60 | rurka zweza si¢
kra2.in 353 71 | losowe nieregularnoSci w rurce
kra3a.in 100 25 | odpowiedz O
kra3b.in 1000 600 | rurka zweza si¢ ku gorze
kra4.in 7100 1457 | dtugie sekwencje jednakowych Srednic
kras.in 50001 20043 | rurka na przemian rozszerza si¢ i zweza
kra6.in 95000 | 63000 | miejscowe przewezenia w rurce
kra7.in 120001 97003 | réwnomierna szeroko$¢ rurki z dwiema przeszkodami
kra8.in | 250002 | 90001 | rurka rozszerza si¢ losowo ku gorze
kra9.in 300000 | 90000 | rurka najpierw rozszerza sig¢, a potem zweza
kralO.in | 300000 | 240301 | rurka na przemian rozszerza si¢ i zweza
krall.in | 300000 | 280001 | rurka rozszerza si¢ losowo ku gérze
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Okresy slow

Napisem nazywamy kazdy skoriczony cigg malych liter alfabetu angielskiego. W szczegdlnosci
moze to byc cigg pusty. Zapis A = BC oznacza, Ze A jest napisem powstalym przez sklejenie
napiséw B i C (w tej kolejnosci). Napis P jest prefiksem napisu A, jezeli istnieje taki napis
B, ze A = PB. Inaczej mowiqc, prefiksy A to poczgtkowe fragmenty A. Jesli dodatkowo P # A
oraz P mie jest napisem pustym, to méwimy, ze P jest prefiksem wladciwym A.

Napis @ jest okresem A, jesli Q jest prefiksem wlasciwym A oraz A jest prefiksem
(niekoniecznie wlasciwym) napisu QQ. Przykladowo, napisy abab i ababab sq okresami
napisu abababa. Maksymalnym okresem napisu A nazywamy najdluzszy z jego okreséw,
lub napis pusty, jesli A nie posiada okresu. Dla przykladu, maksymalnym okresem napisu
ababab jest abab. Maksymalnym okresem abc jest napis pusty.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia dlugosé napisu oraz napis,
o wyznaczy sume diugosci maksymalnych okresow wszystkich jego prefiksow,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisana jest jedna liczba catkowita k
(1 <k<1000000) — diugosé napisu. W kolejnym wierszu znajduje sie cigg dokladnie
k malych liter alfabetu angielskiego napis.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia Twdj program powinien zapisaé jedng
liczbe — sume dlugosci maksymalnych okreséw wszystkich prefiksow napisu zadanego na
wejsciu.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego okr.in:

8

babababa

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy okr.out:
24
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Okresy stow

Rozwigzanie

Niniejsze zadanie zawiera kolejny z serii probleméw zwiazanych z algorytmami tekstowymi.
Na dodatek ograniczenia na dane wejSciowe pozwalaja domyslaé si¢, ze oczekiwane
rozwigzanie ma ztozono$¢ liniowa. Stad rodzi si¢ podejrzenie, ze pomocnym moze okazac
si¢ algorytm Knutha, Morrisa, Pratta (KMP), ktéry juz niejednokrotnie przydawal sig
w rozwigzaniach probleméw wymagajacych analizy napiséw. Jest to stuszne podejrzenie,
ale zacznijmy od poczatku. Sprébujmy najpierw znalezé szybka metode na wyznaczenie
maksymalnego okresu calego stowa.

Zauwazmy, ze zdefiniowany w treSci zadania maksymalny okres rzadko jest tym, co
zazwyczaj uwazamy za okres stowa. Otéz maksymalny okres, jeSli w ogdle istnieje, ma
dtugos¢ begdaca co najmniej potowa dlugosci stowa:

stowookresowestowookresowestowookresowestowookresowe

— _/
~

maksymalny okres

Rys. 1:  Maksymalny okres ma dtugos¢ bedaca co najmniej potowa dtugosci stowa

Warto takze zaznaczy¢, ze nie zawsze maksymalny okres jest wielokrotnoscia
standardowo rozumianego, minimalnego okresu:

stowookresowestowookresowestowookresowestowookres
“ -
Y

maksymalny okres

Rys. 2:  Maksymalny okres nie musi by¢ wielokrotnoscia minimalnego okresu

W powyzszych przyktadach maksymalny okres zajmuje wigksza czg$¢ stowa.
Skoncentrujmy si¢ teraz na pozostatej czgsci. Jest to poczatkowy fragment ,,drugiej kopii”
maksymalnego okresu — musi by¢ on jednoczesnie prefiksem, jak i sufiksem stowa.

Definicja 1 Prefikso-sufiksem stowa nazywamy kazdy jego prefiks, ktory jest jednoczesnie
jego sufiksem.

Latwo spostrzec, ze to, co zostaje po odcigciu maksymalnego okresu to po prostu
minimalny niepusty prefikso-sufiks stowa. Co wigcej, jezeli dtugo$¢ najkrétszego prefikso-
sufiksu stowa jest niewigksza od potowy diugosci stowa, to po odcigciu tego prefikso-sufiksu
zawsze otrzymujemy maksymalny okres stowa.

stowookresowestowookresowestowookresowestowookresowe
\ J
Y

minimalny prefikso-sufiks

stowookresowestowookresowestowookresowestowookres
HJ

minimalny prefikso-sufiks

Rys. 3:  Pozostato$¢ po obcigciu maksymalnego okresu
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Jak wyznaczy¢ ten prefikso-sufiks? Mozemy probowac skorzystaé z funkcji prefiksowe;j
p(i), znanej z algorytmu KMP (jego opis mozna znalez¢ na przyktad w ksiazce [13] czy [18]).
Funkcja ta, dla danej liczby i, zwraca dtugo$¢ maksymalnego witasciwego prefikso-sufiksu i-
literowego prefiksu catego stowa. Zwr6¢my uwage na te z jej whasnosci, ktére beda pomocne
przy znajdowaniu minimalnego prefikso-sufiksu.

1. Kazdy prefikso-sufiks stowa jest prefiksem maksymalnego prefikso-sufiksu (poniewaz
jest prefiksem catego stowa).

2. Analogicznie, kazdy prefikso-sufiks stowa jest sufiksem maksymalnego prefikso-
sufiksu.

3. Z tego wniosek, ze kazdy prefikso-sufiks jest prefikso-sufiksem maksymalnego
prefikso-sufiksu i dalej, kazdy prefikso-sufiks stowa jest prefikso-sufiksem dowolnego
dtuzszego prefikso-sufiksu tego stowa.

4. Niech n oznacza dlugo$¢ stowa. Aby znaleZé minimalny prefikso-sufiks, iterujemy
funkcje prefiksowa p, otrzymujac kolejno: p(n) — dtugosé maksymalnego prefikso-
sufiksu, p(p(n)) — dtugosé krétszego prefikso-sufiksu, p(p(p(n))) — dlugosé jeszcze
krétszego, itd. W ten sposéb dostajemy w kolejnosci malejacej dtugosci wszystkich
prefikso-sufiksow stowa, wigc ostatnia niezerowa wartos$¢ jest dtugoscia minimalnego
niepustego prefikso-sufiksu.

Stosujac opisana metodg otrzymujemy algorytm, ktéry dziata w czasie O(n?).

My jednak chcieliby§my skonstruowac co$ szybszego. Przyjrzyjmy si¢ zatem doktadniej
funkcji p. Moze uda nam si¢ szybko wyznaczy¢ podobna funkcje, nazwijmy ja s, ktéra
dla danego argumentu i zwraca dtugo$¢ minimalnego prefikso-sufiksu i-literowego prefiksu
stowa wejsciowego? Okazuje si¢ to mozliwe, jesli najpierw policzymy funkcje p. Wtedy
mozemy skorzystaé z nastgpujacej wlasnosci.

S(i)_{ p(i) — edyp(p(i) =0 0
s(p(i)) w przeciwnym przypadku

W pierwszym przypadku istnieje tylko jeden prefikso-sufiks, wigc jest on najkrétszy.
W drugim przypadku, gdy stowo ma wigcej niz jeden prefikso-sufiks, to szukany najkrétszy
prefikso-sufiks jest najkrétszym prefikso-sufiksem najdtuzszego prefikso-sufiksu stowa.

Korzystajac z funkcji p oraz z powyzszej zalezno$ci mozemy w czasie O(n) obliczyé
wartosci s(i) dla i = 1,...,n. Mozna latwo pokazal, ze jezeli dane stowo ma wiasciwy
niepusty prefikso-sufiks dluzszy niz potowa danego stowa, to stowo to posiada réwniez
niepusty prefikso-sufiks niedtuzszy niz potowa tego stowa. Stad jezeli stowo posiada niepusty
najkrotszy prefikso-sufiks, to prefiks powstaty przez jego odcigcie bedzie maksymalnym
okresem stowa. Obserwacja ta prowadzi nas do wniosku, jesli dla pewnego i = 1,...,n
zachodzi s(i) = 0, to maksymalnym okresem prefiksu dlugosci i jest stowo puste, a
w przeciwnym wypadku stowo dtugosci i — s(i). Sumujac tak zdefiniowane warto$ci
otrzymujemy ostateczny wynik.

Testy

Do oceny zostato uzytych 14 testéw, przedstawionych w ponizszej tabeli.
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Nazwa n Opis

okr 1 .in 10 | prosty test poprawnos$ciowy

okr 2 .in 36 | prosty test poprawnosciowy

okr 3 .in 441 | (a*'o)* z nieco zmieniona ostatnia éwiartka
okr 4 .in 1024 | (a*'p)k, zmiany j.w.

okr5.in | 501264 | (a¥~'b), zmiany j.w.

okr6.in | 970225 | (a*~'b), zmiany j.w.

okr 7 .in 100387 | w* dla losowego wzorca w, zmiany j.w.
okr 8 .in 299809 | wX dla losowego wzorca w, zmiany j.w.
okr 9 .in 599976 | wk dla losowego wzorca w, zmiany j.w.
okr 10 .in | 949721 | w* dla losowego wzorca w, zmiany j.w.
okr 11 .in | 129962 | (wkv)¥* dla losowych wiv

okr 12 .in | 331332 | (w5v)¥ dla losowych wi v

okr 13.in | 614619 | (wkv)¥* dla losowych wiv

(W)

okr 14 .in | 923387 k)

dla losowych wiv




Jakub Radoszewski Michal Adamaszek

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap I

Profesor Szu

W miescie Bajtion ma swoj¢ siedzibe bajtocki uniwersytet.  Oprécz gtownego gmachu,
uniwersytet ma do dyspozycji n domkoéow dla pracownikéow naukowych. Domki potgczone sq
jednokierunkowymsi drogami, moze jednak bycé wiele drog tgczqgcych dwa domki, istniejg takze
drogi lgczace gmach uniwersytetu z domkami (droga moze lgczyé takze pewien obiekt z nim
samym). Bagjtion zostal tak skonstruowany, zeby Zadne drogi nie przecinaly sie w miejscach
innych niz domki lub gmach (ale mogq przebiegaé mostami i tunelami); ponadto kazda droga
zaczyna sie w pewnym domku lub w gmachu i konczy sie w domku lub w gmachu. Wiadomo
ponadto, Ze istnieje co najmniej jedna droga tgczgca pewien domek z gmachem uniwersytetu.

Pewnego razu uniwersytet zapragngl zatrudnié u siebie znanego specjaliste informatyki
teoretycznej — profesora Szu. Jak wielu wielkich naukowcow, profesor Szu ma dziwny zwyczaj;
otdz kazdego dnia lubi dojezdzaé do gmachu uniwersytetu inng trasq (bedgcg drogg bad?
uktadem drég, z ktorych kazda nastepna zaczyna sie w domku, w ktérym konczy sie poprzednia;
trasa moze przechodzié przez ten sam domek bgdZ gldwny gmach uniwersytetu wielokrotnie).
Profesor dwie trasy uwaza za rézne, jezeli réziniq sie chociaz jedng wykorzystang drogg (przy
czym kolejnosé drég jest wazna, a dwie rézne drogi lgczgce te same domki uwaza on za rézne).

Znajgc schemat polgczen miedzy domkami Bajtionu, pomoz uniwersytetowi znaleZé domek,
z ktdrego istnieje najwiecej réznych tras do gmachu uniwersytetu (zamieszkawszy w tym domku,
profesor Szu bedzie cheial najdluzej pracowaé na uczelni) — jezeli takich domkdw jest wiecej
niz jeden, to podaj wszystkie z nich. Jezeli przy tym z jakiegos domku istnieje wiecej niz 36 500
tras do gmachu, to zakladamy, Ze profesor moze tam zamieszkaé na zawsze (jako Ze nie moze
zy¢é nieskoriczenie dlugo, a 100 lat to do$é bezpieczna granica,).

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia schemat polgczen miedzy domkami Bajtionu,

o wyznaczy domki, w ktorych profesor Szu mdglby mieszkaé najdluzej, oraz najdluzszy
czas jego zamieszkiwania,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite n oraz m (1 < n,m < 1000000)
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce odpowiednio liczbe domkow i liczbe drdg
w Bajtionie (domki sq ponumerowane liczbami od 1 do n, a umownie nadajemy gmachowsi
uniwersytetu numer n +1). W wierszach o numerach od 2 do m + 1 znajdujg sie pary
liczb calkowitych aj, b; (1 < aj,b; <n+1 dla 1 <i<m) oddzielone pojedynczymi odstepami
i oznaczajgce odpowiednio numer domku, w ktérym zaczyna sie, i numer domku, w ktérym
koniczy sie i—ta droga.
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Wyjscie

Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawiera¢ maksymalng liczbe dni jakq profesor Szu moze
mieszkaé w Bajtionie lub jedno stowo ,zawsze”, jezeli ta liczba przekracza 36 500 dni.
W drugim wierszu powinna znajdowaé sie liczba domkow, zamieszkanie w ktorych zapewnia
profesorowi okres pobytu podany w pierwszym wierszu wyjscia. W trzecim wierszu powinny
znalezé sie numery wszystkich takich domkow, oddzielone pojedynczymi odstepami i podane w
kolejnosci rosngceej. Wszystkie domki, w ktérych profesor moze zamieszkaé na zawsze uwazamy
przy tym za jednakowo dobre.

Przyklad

Dla danych wejsciowych: 2
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Rozwigzanie

Analiza problemu

Na wstepie zauwazmy, ze sytuacje opisana w treSci zadania mozemy przedstawié jako
graf skierowany, ktérego wierzchotkami sa domki i gmach uniwersytetu, a krawedziami —
jednokierunkowe drogi. Graf ten moze by¢ multigrafem, to znaczy moga w nim wystgpowac
krawgdzie wielokrotne i pgtle.
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Na pytanie postawione w tresci zadania bedziemy mogli tatwo odpowiedziec, jezeli uda
nam si¢ kazdy wierzchotek przyporzadkowaé do jednej z nastgpujacych grup:

o wierzchotkow zerowych — czyli takich, z ktérych nie da si¢ dojs¢ do gmachu
uniwersytetu,

o wierzchotkow skoriczonych — sa to wierzchoiki, z ktérych istnieje skoficzenie wiele
tras do gmachu uniwersytetu,

o wierzchotkow nieskoriczonych — z ktérych do gmachu uniwersytetu prowadzi
nieskonczenie wiele tras; wierzchotek jest nieskoriczony tylko wtedy, gdy mozna
z niego osiagnaé cykl, z ktérego da si¢ doj$¢ do gmachu uniwersytetu (mozna wtedy
skonstruowa¢é nieskoniczenie wiele tras, ktdre przechodza przez ten cykl 0, 1,2, ... razy)
— gdyby taki cykl nie istnial, to kazda trasa do gmachu moglaby zawiera¢ co najwyzej
n réznych wierzchotkéw, czyli tras bytoby skoriczenie wiele.

Dla kazdego wierzchotka skoriczonego trzeba takze policzy¢ liczbe réznych tras,
prowadzacych z niego do gmachu. Na jej podstawie dzielimy dalej wierzchotki skoficzone na
skoriczone mate, czyli takie, dla ktérych liczba tras jest niewigksza niz 36 500, oraz skoriczone
duze — czyli pozostate.

Po dokonaniu takiej klasyfikacji wierzchotkéw wynik jest prawie gotowy. Jezeli
istnieje jakikolwiek wierzchotek nieskonczony lub wierzchotek skofczony duzy, to nalezy
wypisa¢ odpowiedZ ,,zawsze” i podaé wszystkie takie wierzchotki. W pozostatych
przypadkach znajdujemy maksimum z wartosci przypisanych wierzchotkom skonczonym
malym i wypisujemy wszystkie wierzchotki, dla ktérych liczba réznych tras do gmachu
uniwersytetu jest rowna temu maksimum. Ten krok jesteSmy w stanie wykonaé w czasie
O(n). Poniewaz w zadaniu jest zalozenie, ze istnieje przynajmniej jeden domek, z ktérego
mozna doj$¢ do gmachu uniwersytetu, wigc opisane przypadki wyczerpuja wszystkie
mozliwosci. Pozostaje wigc tylko sklasyfikowaé wierzchotki — na tym skupimy si¢ w dalsze;j
czesci rozwiagzania.

Klasyfikacja wierzcholtkéw

Wierzcholki zerowe

Najtatwiej bedzie nam zidentyfikowal wierzchotki zerowe. Z definicji sa to takie
wierzchotki, z ktérych nie jest osiagalny gmach uniwersytetu; bezposrednie sprawdzenie tej
wlasnosci (na przyktad poprzez przeszukiwanie grafu wszerz czy w glab startujac kolejno
z kazdego z tych wierzchotkéw) nie jest jednak wystarczajaco szybkie — ma ztozonosé
czasowa az O(n - (n+m)).

Szybszy algorytm uzyskamy, rozwazajac osiagalno$¢ w nieco zmienionym grafie. Jezeli
z pewnego wierzchotka v nie da si¢ w grafie G osiagna¢ gmachu g, to w grafie odwréconym
G" (utworzonym z G przez zmiang zwrotu wszystkich krawedzi na przeciwny) z gmachu g
nie da sie przej$¢ do wierzchotka v. Wynika to stad, ze kazda trasa z g do v w grafie G
odpowiada trasie z v do g w wyjSciowym grafie. Wystarczy wiec ,,odwrécic¢” graf G w czasie
O(n+m), a nastgpnie, wykonujac tylko jedno przeszukiwanie grafu G’ z wierzchotka g
w czasie O(n+m), wyznaczy¢ wierzchotki nieosiggalne z gmachu, czyli wierzchotki zerowe.

59



60

Profesor Szu

W dalszym opisie algorytmu bedziemy wigc pomijaé wierzchotki zerowe, poniewaz nie moga
one stanowi¢ rozwigzania ani wchodzi¢ w sktad interesujacych nas drég prowadzacych do
gmachu.

Graf silnie sp6jnych sktadowych

Przedstawimy dwa sposoby klasyfikacji wierzchotkéw na skoriczone i nieskonczone.
W pierwszym korzystamy z do§¢ zaawansowanych pojeé, co sprawia, ze algorytm jest
nietatwy w implementacji. Jest jednak elegancki w zapisie i mozna go tatwo przystosowac
do rozwiazywania innych, podobnego typu zadan. W drugim algorytmie wykorzystujemy
tylko elementarne pojecia, jest wigc stosunkowo prosty w opisie i implementacji, jednakze
jego poprawnos¢ jest mniej oczywista i nie uogdlnia si¢ on tatwo na inne podobne problemy.
Rozpocznijmy od przypomnienia pojecia silnie spdjnej sktadowej w grafie.

Definicja 1 Powiemy, ze dwa wierzchotki w; i wy naleza do tej samej silnie spdjnej
sktadowej grafu, jezeli w grafie istnieje trasa z wierzchotka w; do wy oraz z wierzchotka
wy istnieje trasa do wy.

Rys. 1:  Przyktadowy graf z zaznaczonymi silnie spéjnymi sktadowymi

W ksiazce [18] mozna znalez¢ algorytm podziatu grafu na silnie spdjne sktadowe, ktérego
ztozonos¢ czasowa wynosi O(n +m). Po wyznaczeniu takich sktadowych, mozemy graf G
,,skompresowad” tworzac graf G, ktérego wierzchotkami sa obliczone sktadowe; ponadto
w grafie G’ istnieje krawedz z wierzchotka v; do v, (dla vi # v,), jezeli w grafie G
istniaty polaczone krawedzia wierzchotki w; i wy, nalezace do silnie spdjnych sktadowych
odpowiadajacych v; i v,. Konstrukcja G’ SciSle zgodna z powyzsza definicja nie jest prosta
do wykonania w czasie O(n 4+ m) — trudno wykry¢ i wyeliminowaé krawedzie wielokrotne.
Jednakze w naszym przypadku usuwanie ich nie jest konieczne, a wrecz mogtoby prowadzic¢
do blednych wyliczen liczby Sciezek. Dlatego mozemy skorzysta¢ z szybkiej wersji
algorytmu konstrukcji grafu skompresowanego, w wyniku ktérej otrzymamy graf G/,
w ktérym z wierzchotka v do v, prowadzi tyle krawedzi, ile jest w grafie G réznych krawedzi
(w1, wy) takich, ze wy nalezy do sktadowej odpowiadajacej v, a wp — do sktadowej v;.
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Rys. 2:  Graf silnie sp6jnych sktadowych, odpowiadajacy grafowi z poprzedniego rysunku

Zauwazmy, ze G’ jest grafem acyklicznym (grafy acykliczne skierowane czgsto
oznaczamy skrétem DAG). Gdyby bowiem zawierat cykl vi — vo — ... — vy — vy, to
z kazdego wierzchotka nalezacego do sktadowej v; datoby si¢ doj$¢ do kazdego wierzchotka
ze sktadowej v, i odwrotnie. A to oznaczaloby, ze v i v, tworzylyby jedng silnie sp6jna
sktadowa.

Odnotujmy takze jeszcze jedno istotne spostrzezenie. Jezeli silnie spdjna sktadowa grafu
G zawiera co najmniej jedna krawedz taczaca jej wierzchotki (w szczegdlnosci moze by¢ to
petla taczaca wierzchotek z samym soba), to kazdy wierzchotek nalezacy do tej sktadowe;j
nalezy do pewnego cyklu w grafie G. Z drugiej strony, wierzchotki grafu G nienalezace
do zadnego cyklu tworza jednoelementowe silnie spéjne sktadowe, niezawierajace zadnych
krawedzi grafu G.

Wierzcholki skoniczone i nieskonczone

Zalézmy, ze mamy juz zbudowany graf G'. Korzystajac z poczynionych spostrzezei mozemy
stwierdzi¢, ze kazdy niezerowy wierzchotek grafu G nalezacy do silnie spdjnej sktadowe;j
zawierajacej przynajmniej jedna krawedz, nalezy do jakiego$ cyklu, z ktérego mozna dojs$¢
do gmachu, a tym samym jest wierzchotkiem nieskoniczonym.

Aby wyznaczy¢ liczbe Sciezek prowadzacych do gmachu dla wszystkich pozostatych
wierzchotkéw bedziemy przegladac wierzchotki G’ w kolejnosci odwrotnej do topologiczne;.
Oznacza to, ze przed przejrzeniem wierzchotka v grafu G’ musimy odwiedzi¢ wszystkie
wierzcholki, do ktérych prowadza z v krawedzie — jest to mozliwe, gdyz G’ jest acykliczny.
Pierwsza w tym porzadku jest sktadowa zawierajaca gmach uniwersytetu. Jezeli zawiera
ona krawedZ, to z gmachu (oraz ze wszystkich wierzchotkéw tworzacych z nim silnie spdjna
sktadowa) do gmachu mozemy przejS¢ na nieskoriczenie wiele sposobéw. W przeciwnym
razie istnieje dokladnie jedna S$ciezka (dlugosci zero) prowadzaca z gmachu do gmachu
i sktadowa gmachu sktada si¢ z tego jedynego wierzchotka.

Obliczmy liczbe $ciezek dla pozostatych wierzchotkéw G’ w wyznaczonym porzadku.
Jesli kolejny wierzcholek jest skladowa zawierajaca krawedZ, to znamy odpowiedZ —
wszystkie wierzchotki grafu G tworzace te sktadowg sa wierzchotkami nieskofczonymi.
W przeciwnym razie sktadowa zawiera doktadnie jeden wierzchotek grafu G i liczba
tras taczacych go z gmachem jest réwna sumie wyznaczonych wynikéw dla wszystkich
wierzchotkéw G’, do ktérych prowadza krawedzie z tego wierzchotka (zauwazmy, ze
W rozumowaniu tym istotne jest pozostawienie wielokrotnych krawedzi taczacych rézne
silnie spéjne sktadowe). Jezeli wynikiem dla ktéregokolwiek z tych wierzchotkéw jest
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nieskoficzono$¢, to i cala suma jest nieskoriczona. Jezeli suma jest skoficzona, ale
przekracza 36500, to mozemy przyjaé, ze wynik takze wynosi nieskoficzonosci (mamy
bowiem do czynienia z wierzchotkiem skonczonym duzym, ktérego nie musimy odrézniac

od nieskoficzonego).
2

Zawsze

Zawsze

Rys. 3:  Poprzedni graf z wynikami wyznaczonymi opisang metoda

Pierwszy algorytm
JesteSmy juz gotowi do zapisania pseudokodu pierwszego rozwigzania zadania:

1: function Profesor(g,G)

2. { Wyznacza wynik dla kazdej silnie spdjnej sktadowej grafu G. }

3: begin

{ Wyznaczanie wierzchotkéw zerowych. }

Wyznacz graf odwrécony G';

visited := BFS(g,G"); { Przeszukaj graf G', zaczynajac od gmachu. }

{ Wiasciwy algorytm, w ktérym bedziemy eliminowaé wierzchotki zerowe. }
Wyznacz graf silnie spéjnych sktadowych G';

foreach v in G’ w kolejnosci odwrotnej do topologicznej do

10:  begin

R I A

11: wynik[v] := 0;

12: if (3w €v: not visited[w]) then

13: continue; { Wierzchotek zerowy w zawarty w sktadowej v. }
14: if (silnie spdjna sktadowa v zawiera krawegdZ) then

15: wynik[v] = eo;

16: else

17: begin

18: foreach ¢ = (v,w) € G’ do

19: wynik[v] := wynik[v] +wynik[w]; {a+oeo=o00ta=c0}
20: if (wynik[v] > 36500) then

21: wynik[v] := oo;

22: end

23:  end

24:  return wynik;
25: end
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Przeanalizujmy zltozono$¢ czasowa przedstawionego rozwiazania. Jak juz pisaliSmy,
kroki algorytmu w wierszach 4-8 mozna wykonaé¢ w czasie O(n+m). W giéwnej petli
algorytmu (instrukcje 9-23) dla kazdej silnie spdjnej skladowej rozwazamy wszystkie
krawedzie wychodzace z niej w grafie G’ (kazda tylko raz) — liczba przeanalizowanych
krawedzi bedzie wigc co najwyzej taka, jak liczba krawedzi w grafie G (moze by¢ mniejsza,
gdyz pomijamy krawedzie wychodzace z wierzchotkéw zerowych). Ostatecznie petla ma
wiec ztozono$¢ O(n+ m) i taka jest tez ztozono$¢ czasowa catego algorytmu.

Drugie rozwigzanie

Pierwsze rozwiazanie prezentuje ogélny schemat postgpowania stosowany w przypadku
rozwigzywania wielu probleméw grafowych — z grafu konstruujemy graf silnie spdjnych
sktadowych, a nastgpnie wykorzystujemy jego acykliczno$¢ przegladajac wierzchotki
»~grupami”. Niestety konstrukcja tego grafu jest stosunkowo skomplikowana, zatem ponizej
przedstawimy inne rozwigzanie — ideologicznie podobne, acz nie odwotujace si¢ do pojecia
silnie sp6jnych sktadowych.

Przypomnijmy, ze potrafimy latwo wyznaczyé wierzchotki zerowe grafu, wigc
w dalszych rozwazaniach zakladamy, ze ich w grafie nie ma (przypomnimy sobie o nich
dopiero w pseudokodzie rozwiazania). Zastanéwmy si¢ teraz, jak wyglada cze$¢ grafu
zawierajaca wylacznie wierzchotki skoficzone. Musi to by¢ oczywiscie graf acykliczny — z
zadnego wierzchotka skoniczonego nie mozna dojs¢ do zadnego cyklu. Aby go zlokalizowac,
mozemy rozpocza¢ od wierzchotkéw o zerowym stopniu wyjsciowym (czyli takich, z ktérych
nie wychodzi zadna krawgdz). Oczywiscie naleza one do poszukiwanego grafu — usuwamy
je wigc z oryginalnego grafu wraz z prowadzacymi do nich krawedziami. Jako kolejne
usuwamy (wraz z krawedziami wchodzacymi) wierzchotki, z ktérych krawedzie prowadzity
jedynie do juz wybranych, czyli wierzchotki majace w tej chwili zerowy stopiet wyjSciowy.
Iterujemy opisany proces do momentu, gdy w grafie nie bedzie juz zadnego wierzchotka
o stopniu wyjsciowym réwnym 0. W ten sposéb w grafie pozostana jedynie wierzchotki
nieskonczone.

Do uzasadnienia poprawnos$ci powyzszej procedury klasyfikacji wierzchotkéw wystarcza
nastgpujace spostrzezenia.

e Po pierwsze w trakcie procesu nie usuniemy z grafu wierzchotka w, jesli jest on
nieskonczony. Z kazdego wierzchotka nieskoniczonego istnieje bowiem S$ciezka do
jakiego$ cyklu, a my nasza procedura nie jesteSmy w stanie usunaé z grafu zadnego
cyklu — ktéry wierzchotek miatby zosta¢ usunigty jako pierwszy? Nie mozemy takze
usuna¢ zadnego wierzchotka nalezacego do Sciezki prowadzacej od w do cyklu, bo
kazdy wierzchotek na tej Sciezce ma caly czas krawedZ wychodzaca.

e Po drugie pokazmy, ze algorytm usuwa z grafu wszystkie wierzchotki skoriczone.
W tym celu zauwazmy, ze kazdy nieusunigty wierzchotek w ma co najmniej jedna
krawedZ wychodzaca. Wobec tego startujac z wierzchotka w i przechodzac po
dowolnych krawedziach w konicu dojdziemy do wierzchotka, w ktérym juz w trakcie
tego ,,spaceru” byliSmy — wynika to z zasady szufladkowej Dirichlet’a. To dowodzi,
ze z wierzchotka w doszliSmy do pewnego cyklu, czyli ze wierzchotek ten jest
nieskonczony.
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Warto zauwazyé, ze powyzszy proces rozpoznawania wierzchotkéw skoriczonych jest
analogiczny do sortowania topologicznego stosowanego rowniez w pierwszym algorytmie.
Jest on jednak przeprowadzany bardziej ,.elementarnymi” Srodkami, stad tak istotny jest
powyzszy dowdd pozwalajacy przekonac si¢ o jego poprawnosci.

Drugi algorytm

Mozemy teraz doktadnie zapisa¢ algorytm. Bedziemy w nim sukcesywnie oblicza¢ wartosci
tablicy wynik, zawierajacej wykryta dla danego wierzcholtka liczbe Sciezek prowadzacych
z niego do gmachu. Na poczatku przypiszmy gmachowi uniwersytetu wynik réwny 1
(by¢é moze powinien on byé réwny nieskoniczono$é, ale do tego jeszcze dojdziemy — na
razie znamy tylko jedna Sciezke), a wszystkim pozostalym wierzchotkom przyporzadkujmy
tymczasowo 0. Znajdowanie wszystkich wierzchotkéw skoniczonych wykonamy za pomoca
kolejki — najpierw umieScimy w niej wszystkie wierzchotki, z ktérych poczatkowo nie
wychodzi zadna krawedZ. Potem wyjmujac wierzchotek z kolejki bedziemy usuwaé go
z grafu i jednoczes$nie sprawdzaé, czy wskutek tego zaden nowy wierzchotek nie powinien
do kolejki trafi¢. Ponadto bedziemy zwigksza¢ wartosci wynik dla wszystkich wierzchotkéw,
z ktérych prowadzi do niego jakakolwiek krawedZ, o liczbe drég prowadzacych przez
usuwany wierzchotek. Poniewaz w czasie usuwania wierzchotkéw i aktualizacji liczby
Sciezek przegladamy graf w porzadku odwrotnym do ,topologicznego™” (pamigtajac, ze
nasz graf moze zawieraC cykle, a wigc porzadek topologiczny nie jest w nim wlasciwie
zdefiniowany), wigc caty czas utrzymujemy graf odwrécony G?. Po obliczeniu wyniku dla
wierzchotkéw skoriczonych w grafie pozostaja wierzchotki zerowe — nieosiagalne z gmachu
uniwersytetu, oraz wierzchotki nieskoficzone — nierozwazane w trakcie znajdowania
wierzchotkow skoriczonych.
Po tak doktadnym opisie mozemy przedstawi¢ implementacje rozwiazania:

1: function Profesor2(g,G)

2: { Wyznacza wynik dla kazdego wierzchotka grafu G. }
3: begin

4. { Wyznaczanie wierzchotkéw zerowych. }

5 Wyznacz graf odwrécony GT;

6 visited = BFS(g,G"); { Przeszukaj graf G, zaczynajac od gmachu. }
7. { Inicjacja zmiennych. }

g:  foreach v in G do

9: wynik[v] := 0;

10:  wyniklg] = 1;

11:  rozwazone = 0,

12 kol := 0 { Prosta kolejka FIFO. }

13:  foreach v in G do

14: if outdeg[v] =0 then

15: Insert(v,kol);

16:  { Gléwna petla algorytmu }

17:  while (kol #0) do

18:  begin

19: v = Pop(kol);

20: Insert(v,rozwazone);
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21 if (not visited[v]) then

22: continue; { Nie rozwazamy wierzchotkéw zerowych. }
23: foreach ¢ = (u,v) € G do

24: begin

25: wynik[u] = wynik[u] +wynik[v];
26: if (wynik[u] > 36500) then

27 wynik[u] = oo}

28: Usui krawedZ e z grafu G;

29: if (outdeglu] =0) then

30: Insert(u,kol);

31: end

32:  end

33:  { Nierozwazone wierzchotki sa nieskorficzone. }
34:  foreach v in G do

35: if (v ¢ rozwazone) then

36: { Wszystkie wierzchotki zerowe znajduja si¢ w zbiorze rozwazone. }
37 wynik[y] = oo;

38:  return wynik;

39: end

Pozostato nam jeszcze oszacowaé czas dzialania zaprezentowanego rozwiazania. Latwo
zauwazy¢, ze wszystkie kroki poza gtéwna petla (wiersze 16-32) maja ztozono$¢ mieszczaca
sie w ograniczeniu O(n+m). W gtéwnej petli takze rozwazamy kazdy wierzchotek i kazda
krawedzZ co najwyzej raz, caly algorytm ma wigc rzeczywiscie ztozono$¢ czasowa O(n + m).

Powyzsze rozwiazanie bylo rozwiazaniem wzorcowym; jego implementacja znajduje
si¢ na dysku dostarczonym do ksiazeczki, a przyklad jego dziatania mozna zobaczy¢ na
rysunku 4.

Gorsze i bledne rozwigzania

Nieoptymalne wykonanie ktéregokolwiek kroku algorytmu zazwyczaj prowadzito do
rozwiazania o ztozonoSci O(n - (n + m)). Nie byt to jednak gléwny powdd utraty
punktéw przez zawodnikéw. Podstawowa trudnoScia byta poprawna implementacja
rozwiazania z uwzglgdnieniem wszystkich przypadkéw szczegdlnych (na przyktad istnienie
cyklu zawierajacego gmach czy jednoczesne wystgpowanie wierzchotkéw nieskoriczonych
i skoficzonych duzych). Dodatkowym utrudnieniem byt limit pamigciowy réwny 32 MB,
ktéry wymuszat oszczedne gospodarowanie pamigcia.
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Krok 1: usuwamy wierzcholki o st. wyjsciowym=0

O
1
O
Krok 5: Krok 6: nieusuniete wierzcholki sa nieskonczone
2 2
O O
3
O
1 1 1 1
zZawsze
@) @) Zawsze @) @)

Zawsze

@ Zawsze Zawsze 6

Rys. 4:  Dzialanie rozwiazania drugiego na przyktadowym grafie

Testy

Zadanie testowane byto na zestawie 10 danych testowych. W ponizszej tabeli zamieszczone
sa przyblizone warto$ci parametréw dla testéw (liczby wierzchotkéw i krawedzi) oraz
krotkie charakterystyki zawartych w nich graféw. Tylko dla trzech punktowanych testéw
(o numerach 1, 6 i 10) odpowiedzia nie bylo ,,zawsze”.
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Nazwa n m Opis
prol.in 10 13 | prosty graf bez cykli
pro2.in 30 53 | dwa roztaczne cykle, wierzchotek

skoficzony i acykliczny podgraf z wigcej niz 36 500
trasami do gmachu

pro3.in 22 42 | cykl z zerowych wierzcholkéw, niezerowe
wierzchotki tworzace graf acykliczny, niezerowy
cykl

pro4.in 100 601 | petla w gmachu, potowa wierzchotkéw zerowa

pro3.in 13000 48500 | maly cykl i jeden wierzchotek z wynikiem 36501

pro6.in 80000 96000 | graf acykliczny z dlugimi trasami i kilkoma

dodatkowymi krawedziami

pro7.in 100000 | 1000000 | dosy¢ gesty graf acykliczny oraz cykle:
z wierzchotkéw zerowych i niezerowych

pro8.in 10000 | 1000000 | losowy, bardzo gesty graf acykliczny i cykl
pro9.in 1000000 | 1000000 | prawie losowy test

prol0.in | 1000000 | 1000000 | bardzo duzy graf acykliczny i cykle z wierzchotkéw
zerowych
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Tres¢ zadania Opracowanie Program

Ol, Etap I

Tetris 3D

Autorzy gry Tetris postanowili stworzyé mnowg, tréjwymiarowqg wersje gry, w ktorej
prostopadioscienne klocki bedq opadac na prostokgtng platforme. Podobnie jak w przypadku
zwyklej, dwuwymiarowej wersji gry, klocki majg opadaé osobno, w pewnej ustalonej kolejnosci.
Dany klocek opada, dopdki nie natrafi na przeszkode w postaci platformy albo innego, juz
stojacego klocka, a wtedy sie zatrzymuje (w pozycji, w jakiej opadal) i pozostaje na swoim
miejscu do konica gry.

Autorzy nowej gry postanowili jednak zmieni¢ charakter gry, ze zrecznosciowej na gre
logiczng. Znajge kolejnosé opadania klockow na plaszczyzne i tory ich lotu, gracz bedzie musial
podaé wysoko$¢ najwyzej polozonego punktu w uktadzie powstatym po opadnieciu wszystkich
klockow. Wszystkie klocki opadajg pionowo w ddtl i nie obracajg sie w trakcie opadania. Dla
ulatwienia wprowadimy na platformie uklad wspdlrzednych kartezjanskich o poczgtku w jednym
z jej naroznikéw i osiach rownolegtych do jej bokow.

Napisz program, ktory zautomatyzuje sprawdzanie, czy gracz udzielil poprawnej odpowiedzi.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opisy kolejno opadajgcych klockow,
o wyznaczy najwyzszy punkt ukladu klockéw po zakonczeniu ich opadania,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajdujg sie trzy liczby calkowite D, S i N (1 < N < 20000,
1 < D,S<1000), oddzielone pojedynczymi odstepami i oznaczajgce odpowiednio: dlugosé
i szerokos¢ platformy oraz liczbe klockow, ktore na nig opadng. W nastepnych N wierszach
wystepujqg opisy kolejnych klockow, po jednym w wierszu.

Kazdy opis klocka sklada sie z pieciu liczb calkowitych: d, s, w, x orazy (1 <d, 0 < x,
d+x <D, 1<s, 0<y, s+y<S, 1 <w< 100000), reprezentujgcych klocek o dlugosci d
szerokosci s 1 wysokosci w. Klocek ten bedzie opadal na platforme Sciang o wymiarach d X s,
przy czym diugosé i szeroko$é klocka bedg réwnolegle odpowiednio do dlugosci i szerokosci
platformy. Wierzcholki rzutu klocka na platforme bedg mialy wspélrzedne: (z,y), (z +d,y),
(z,y+s)i(z+dy+s).

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé dokladnie jedng liczbe catkowitq,
oznaczajgeq wysokosé najwyiszego punktu w uktadzie klockéw po zakoriczeniu ich opadania.
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Przyklad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
75 4 6

43200

33130

71203

23322

Rozwigzanie

Tetris 2D

Przy rozwigzywaniu wielu probleméw tréjwymiarowych dobrym pomystem jest rozwazenie
odpowiadajacych im probleméw dwuwymiarowych i nastgpnie uogélnienie rozwiazania na
trzy wymiary. Dokladnie tak postapimy w przypadku niniejszego zadania — na poczatek
rozwazymy problem, w ktérym prostokaty spadaja na prosta. Aby przeprowadzi¢ symulacje
tego procesu, wystarczy dla kazdej liczby catkowitej x (bgdziemy ja utozsamia¢ z punktem
(x,0) na prostej OX) pamigta¢ maksymalng wysoko$¢ (oznaczmy ja przez M, ), do jakiej sigga
prostokat, ktérego rzut na prosta OX zawiera punkt x. Tak wigc dla prostokata spadajacego
na odcinek (x,x+ d), symulacje wykonujemy w dwdéch krokach:

e w pierwszej kolejnosci obliczamy, na jakiej wysokosci prostokat zatrzyma sig,
wyznaczajac M — maksimum z wartosci M, dla y € (x,x+d); rozwazamy przedziat
otwarty, poniewaz nasze prostokaty nie maja brzegu,

e nastgpnie wszystkim punktom z z przedzialu [x,x 4+ d] przypisujemy warto$é
M, = M + w réwna wiasnie obliczonemu maksimum, powigkszonemu o wysokosé
prostokata; warto$¢ tg¢ przypisujemy rowniez punktom lezacym na brzegu podstawy
prostokata, gdyz jezeli inny prostokat bedzie zawierat je we wngtrzu podstawy, to si¢
na nich zatrzyma.

Opisang wyzej procedurg mozna wykonaé¢ bardzo prosto w czasie O(DN). Uogélnienie
tego rozwiazania na przypadek tréjwymiarowy ma juz ztozono$é czasowa O(DSN), czyli
zdecydowanie za duza jak na ograniczenia z zadania.

Sprébujmy wigc troche udoskonali¢ przedstawione rozwigzanie dwuwymiarowe.
Aby zwigkszy¢ jego efektywnoS$¢, zastosujemy popularng strukture danych — drzewo
przedziatowe.

Drzewa przedzialowe
Struktura i wlasnosci

Rozwazmy przedziat [1,2%], gdzie k jest liczba catkowita nieujemna.  Drzewem
przedziatowym nazwiemy petne drzewo binarne (czyli drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek,
oprécz liscia, ma doktadnie dwoje dzieci), w ktérym:

e korzen reprezentuje caly przedziat [1,2¥], zawierajacy 2 elementéw,
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e dzieci korzenia reprezentuja przedziaty [1,28-1] i [2K=1 4 1,24],

e dzieciom wierzchotka reprezentujacego przedziat [a,b] sa przypisane potéwki [a, #]

i 45 +1,b] tego przedziaty,
e liSciom sg przypisane przedziaty jednoelementowe (dtugosci zero).

Bedziemy rozrézniaé dlugos¢ przedziatu (b — a dla [a,b]) od liczby jego elementéw, czyli
liczby liczb catkowitych w nim zawartych (b —a+ 1 dla przedziatu [a, b], gdy a i b sa liczbami
catkowitymi).

Jezeli z wierzchotka v; mozna dojs$¢ do wierzchotka v, Sciezka prowadzaca tylko w gére
drzewa, to powiemy, ze v; jest przodkiem vi lub ze v| jest potomkiem v,. W szczegdlnosci
kazdy wierzchotek drzewa jest zaréwno swoim przodkiem, jak i potomkiem. Ponadto
bedziemy moéwili, ze korzen znajduje si¢ na glebokosci zero, jego dzieci na gltgbokosci jeden
itd. Gfegbokosciq drzewa nazwiemy liczbg wierzchotkow na Sciezce od korzenia do liScia
o maksymalnej gigbokosci.

[1,4]

[1,2] [3.4]

[L,1T  [2,2] [3,3] [4.4]

Rys. 1:  Przyktadowe drzewo przedziatlowe o glebokosci 3

Przedzialy przypisane wierzchotkom drzewa przedzialowego nazywamy przedziatami
bazowymi. Zanim zastosujemy drzewa przedzialowe do rozwiazania zadania, pokazemy
kilka ich wiasnosci.

Obserwacja 1 Glgbokos¢ drzewa przedziatowego dla prezedziatu [1,2%] jest réwna k + 1,
a catkowita liczba wierzchotkéw drzewa jest réwna 2 -2F — 1.

Rozmiar drzewa przedziatowego jest wigc proporcjonalny do rozmiaru przedziatu,
a wysokos¢ — do logarytmu z rozmiaru przedziatu.

Dowéd Korzeri reprezentuje przedziat o 2X elementach. Jego dzieciom przypisane sa
potéwki tego przedzialu, zawierajace po 25! elementéw. Dalej, na kolejnym poziomie
mamy tacznie 4 wierzcholki, kazdy zwiazany z przedziatem zawierajacym 252 elementéw
itd. Liczba elementéw w przedziale maleje przy przejsciu o jeden poziom w giab dwukrotnie,
a zatem na k-tym poziomie otrzymujemy przedziaty jednoelementowe — 25K = 1. Stad
widzimy, ze drzewo przedziatlowe ma gigbokos¢ k+ 1.

Oznaczmy przez S laczna liczbe wierzchotkéw w drzewie. Poniewaz na kolejnych
poziomach drzewa liczba wierzchotkéw podwaja sig, a startujemy od jednego korzenia
i koficzymy na 2* lisciach, wigc S wyraza sig jako suma ciagu geometrycznego i jest réwne:

S = 1424224+, 42k
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= (1-2"1/(1-2)
= 2.2k

Jezeli oznaczymy przez D = 2 liczbg elementéw w przedziale [1,2%] zawiazanym
z korzeniem drzewa, to rozmiar drzewa jest rzedu O(2-D — 1) = O(D), a jego wysokos¢
— O(k+1) =0(logD). [ |

Drzewa przedziatlowe mozemy stosowaé do przechowywania informacji o odcinkach
lub punktach zawartych w przedziale [1,2%]. W typowym schemacie dziatania algorytmu
wykorzystujacego drzewo przedziatowe z kazdym punktem przedziatu [1,2%] zwiazana jest
pewna warto$¢, a wykonywane sg operacje dwojakiego typu:

e zmiana wartosci wszystkich punktéw zawartych w danym przedziale,
e zapytanie o warto$ci punktéw zawartych w danym przedziale.

LiScie stuza wéwczas do zapisu informacji o punktach, wierzchotki na poziomie wyzszym
— do zapisu informacji o przedziatach bazowych dlugosci 1, na kolejnym — o przedziatach
bazowych dlugosci 2 itd. Aby zapisa¢ w drzewie informacj¢ o przedziale innym niz bazowy,
musimy najpierw roztozy¢ go na sume¢ parami roztacznych przedziatéw bazowych. Warto
zatem zauwazy¢, iz:

Obserwacja 2 Kazdy przedziat zawarty w [1,2X] mozna roztoiy¢ na O(logD) roztacznych
przedziatow bazowych.

Dowdd Aby udowodnié powyzsza obserwacje, przedstawimy rekurencyjny algorytm
konstrukcji odpowiedniego rozktadu. Zatézmy, ze rozktadamy przedziat [a, b] i rozpocznijmy
proces rozktadu w korzeniu drzewa, zwiazanym z przedziatem [1,2¥]. W kazdym kroku
algorytmu:

e Na poczatku znajdujemy si¢ w wierzchotku reprezentujacym pewien przedziat bazowy
[u,V].

e Jezeli przedziat [u,v] jest w catosci zawarty w przedziale [a, b], to dotaczamy [u,v] do
rozktadu i koriczymy biezace wywotlanie rekurencyjne.

e Jezeli lewy syn biezacego wierzchotka (odpowiadajacy przedziatowi [u,"TJ“’]) jest
nierozlaczny z [a, b], to schodzimy rekurencyjnie do tego syna.

e Podobnie, jezeli prawy syn ([“3* + 1,v]) przecina si¢ niepusto z przedziatem [a,b], to
schodzimy do niego rekurencyjnie.

Udowodnijmy poprawno$¢ powyzszego algorytmu. Po pierwsze zauwazmy, ze dla
dowolnego przedzialu bazowego [u,v], jesli P jest wierzchotkiem zwiazanym z tym
przedziatem, to:

e wszystkie przedzialy zwigzane z potomkami P sa zawarte w [u,v] — powstaja z jego
podziatu;

o [u,v] jest zawarty we wszystkich przedziatach zwigzanych z przodkami P — powstat
z ich podziatu;
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e oprécz przodkéw i potomkéw P nie ma w drzewie przedzialowym innych
wierzchotk6w, ktérych przedziaty maja niepusty przekrdj z [u, v].

Aby uzasadni¢ ostatni podpunkt, rozwazmy wierzchotek Q niebedacy potomkiem P
1 znajdujacy si¢ na niemniejszej glebokosci w drzewie niz P. Niech R bedzie przodkiem Q
lezacym na tej samej wysokosci w drzewie, co wierzchotek P — oczywiscie P # R. Poniewaz
fatwo widad, ze przedzialy zwiazane z wierzchotkami lezacymi na tej samej glebokosci
sa rozlaczne, wigc przedzialy wierzchotkéw P i R sa rozlaczne, a tym samym przedziaty
wierzchotkow Q i P takze sa roztaczne.

W przedstawionym algorytmie nigdy nie weZmiemy do rozktadu pary wierzchotkéw,
z ktérych jeden jest przodkiem drugiego. Stad kazdy element przedziatu [a,b] bedzie
zawieratl si¢ w co najwyzej jednym przedziale bazowym. Z drugiej strony, jezeli rozwazamy
w algorytmie przedziat bazowy [u,v] nieroztaczny z [a,b], to zaden punkt x € [a,b] N [u,V]
nie zostanie pominigty przez algorytm (jezeli [u,v] nie jest zawarty w [a,b], to i tak jeden
z synéw [u,v] bedzie zawierat x, a zatem nastapi wywotanie rekurencyjne dla tego syna). To
koniczy dowdd poprawnosci algorytmu.

Pokazemy teraz, ze powyzszy algorytm ma ztozono$¢ czasows O(logD), co implikuje,
ze rozmiar otrzymanego rozktadu jest takze O(log D). W tym celu zauwazmy, ze na kazdym
poziomie glebokosci drzewa istnieja co najwyzej dwa wierzchotki, dla ktérych zostanie
wykonane wywotanie rekurencyjne procedury dla co najmniej jednego z dzieci. Przypusémy,
ze istniejq trzy takie wierzchotki: Pi, P, i P (ich przedzialy to odpowiednio [uj,vi], [u2,v2]
i [u3,v3]). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze P; ,lezy na lewo” od P,, a P, ,lezy na
lewo” od P3, to znaczy v < up i vo < u3. Poniewaz kazdy z przedzialéw [u;,v1], [uz,Vv2]
i [u3,v3] przecina si¢ z [a,b] i zaden nie jest zawarty w [a,b] (tylko w takim przypadku dla
odpowiedniego wierzchotka P; wykonujemy wywotanie rekurencyjne dla jednego z dzieci),
stad istnieja punkty x;,x3 € [a,b],x2 & [a,b], takie ze x; € [u;,v;] dla i =1,2,3. Z przyjetego
zatozenia o wzajemnym polozeniu przedzialéw wynika, ze x; < x» < x3, co stanowi
sprzeczno$é z tym, ze tylko x; ¢ [a,b].

Z wtlasnie udowodnionego spostrzezenia wynika, ze na kazdym poziomie drzewa
odwiedzimy co najwyzej 4 wierzchotki (gdyz zejdziemy rekurencyjnie w dét z co
najwyzej dwoéch wierzchotkéw na poziomie o jeden wyzszym), a zatem liczba
wszystkich odwiedzonych w trakcie dziatania algorytmu wierzchotkéw nie przekroczy
4.(k+1)=0(logD). [ ]

Odnotujmy jeszcze jedno spostrzezenie, ktére przyda si¢ nam pézniej. W powyzszym
algorytmie odwiedzamy wszystkie takie wierzcholki, ktére sa przodkami jakichkolwiek
wierzchotkéw z rozktadu przedziatu [a,b] (wynika to z faktu, ze algorytm dziata zgodnie
ze schematem ,,0d korzenia do lisci”), czyli wszystkie takie wierzchotki, ktére odpowiadaja
przedziatom zawierajacym jakiekolwiek przedzialy z rozktadu.

Zastosowanie drzewa przedzialowego

Drzewo przedziatlowe wykorzystamy do szybszej symulacji dwuwymiarowej gry Tetris.
Bedziemy w nim przechowywaé informacje o przedziatach odpowiadajacych rzutom
poziomych bokéw prostokatéw na prosta, na ktéra spadaja. Przy czym dla kazdego
dolnego boku wykorzystamy drzewo do obliczenia wysoko$ci, na jakiej zatrzyma si¢
podczas spadania ten odcinek (i caty prostokat), po czym umiescimy w drzewie informacjg
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o gérnym boku, by odnotowa¢ fakt, ze odpowiednia przestrzen zostata zajeta przez prostokat.
W kazdym weZle drzewa bedziemy zapisywaé dwojakiego rodzaju informacje:

e maksimum z wysokoSci dotychczas wstawionych przedziatow, ktérych rozktady
zawieraja przedzial bazowy odpowiadajacy danemu wierzchotkowi drzewa —
oznaczmy t¢ wartoS¢ przez M;

e maksimum z warto$ci M dla wszystkich potomkéw danego wezta — tg wartos¢
oznaczymy m.

Opiszemy teraz, w jaki sposéb efektywnie oblicza¢ powyzsze wartosci i jak z nich korzysta¢
w symulacji gry. Poczatkowo warto$ci M i m dla kazdego wierzchotka drzewa ustawiamy
na 0.

Opadanie prostokata — przypadek bazowy Na poczatek sprobujemy przeprowadzié
symulacje spadania prostokata P o dolnej podstawie odpowiadajacej przedzialowi bazowemu
[a,b]. Prostokat ten zatrzyma si¢ na gérnym boku [u,v] pewnego innego, wczesniej
zrzuconego prostokata — rozwazmy rozktad [u,v] na przedzialy bazowe [u;,v;]. Zauwazmy,
ze co najmniej jeden z tych przedzialéw przecina si¢ niepusto z [a,b] (gdyZz zatrzymat
opadajacy prostokat o podstawie [a, D)), ale takze co najwyzej jeden taki przedzial ma punkt
wspdlny z [a,b] (gdyz zadne dwa przedziaty sposrdéd [u;,v;] nie przecinaja si¢ i konstruujac
rozktad [u,v] nigdy nie rozktadamy przedzialu bazowego catkowicie zawartego w [u,v] na
mniejsze przedziaty bazowe). Oznaczmy szukany jedyny przedzial o powyzszej wtasnosci
przez [ug,vi]. Zachodzi doktadnie jedna z ponizszych sytuacji:

1. [ug,vi] jest zawarty w [a, b] (wezet drzewa odpowiadajacy [ug, vi] jest potomkiem wezta
odpowiadajacego [a,b]),

2. [ug,vk] zawiera przedziat [a,b] (wezly odpowiadajace przedzialom maja odwrotne
utozenie niz w poprzednim punkcie: wezet [a, b] jest potomkiem [uy, vi]).

Stad wysoko$¢, na jaka opadnie prostokat P, mozemy wyznaczy¢ liczac maksimum
z wysokosci wszystkich przedzialéw bazowych, zawartych w [a,b] lub zawierajacych [a, b].
Pierwsza z tych mozliwosci mozemy rozpatrzy¢, biorac po prostu warto$¢ m z wierzchotka
odpowiadajacego przedziatowi [a,b] (wynika to wprost z definicji m), druga za$, liczac
maksimum z wartoSci M na $ciezce od korzenia do wezla zwiazanego z [a,b] — tam sa
wszystkie przedziaty zawierajace [a, b].

Opadanie prostokata — przypadek ogolny Rozwazmy teraz przypadek, gdy [a,b] nie
musi by¢ przedzialem bazowym. Mozna zauwazy¢, ze wysoko$¢, na jakiej zatrzyma sig¢
prostokat P, wyraza si¢ jako maksimum z wysokoSci, na jakie moglyby opas¢ prostokaty,
ktérych podstawami sg przedziaty bazowe [a;,b;], powstate z rozkladu [a,b]. W takim razie,
na podstawie poprzednich rozwazan wynik dla [a,b] mozemy policzy¢ jako maksimum z:

1. warto$ci m odpowiadajacych wierzchotkom zwiazanym z [a;, b;],

2. warto$ci M z przodkéw wierzchotkéw odpowiadajacych [a;, ;).
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Przypomnijmy, ze w algorytmie rozkladu przedzialu na przedzialy bazowe znajdujemy
wszystkie wierzchotki z pierwszej grupy, a po drodze przechodzimy przez wszystkie
wierzchotki z drugiej grupy. Stad modyfikujac nieznacznie algorytm mozemy wyliczyé
szukane maksimum réwne wysokosci opadnigcia prostokata H — zlozono$¢ czasowa tej
procedury wynosi O(log D).

Zapisanie prostokata w drzewie Po opadnigciu gérny brzeg prostokata zatrzyma si¢
zatem na wysokoSci H + h, gdzie h to wysoko$¢ samego prostokata. PowinniSmy wigc
zaktualizowaé wartos$ci M i m w wezlach drzewa, by zapisa¢ informacje o odcinku [a,b]
znajdujacym si¢ na wysokoSci H + h. Zgodnie z definicja, musimy poprawi¢ wartosci
M dla wszystkich przedziatéw bazowych z rozktadu przedziatu [a,b]; wierzchotki im
odpowiadajace mozna otrzymaé¢ w wyniku wykonania algorytmu rozktadu [a,b]. Wskutek
modyfikacji tych warto$ci M, zmianie moga ulec wartosci m pewnych wierzchotkéw — moga
to byé wylacznie wierzchotki, bedace przodkami wierzchotkéw odpowiadajacych [a;,b;].
Widzimy wigc, ze wszystkie wierzchotki, ktérych wartosci m lub M trzeba zmienic¢, zostana
skonstruowane przez algorytm rozktadu przedziatu na przedziaty bazowe. Stad wszystkie
konieczne aktualizacje warto$ci M i m mozna wykonaé w ztozonosci czasowej O(log D).

Drobny szczegét Pozostaje jeszcze do rozpatrzenia pewien drobny, ale istotny szczegdt.
Prostokaty, z ktérymi mamy do czynienia, nie zawieraja brzegu, w zwiazku z czym wilasciwie
powinni§my za podstawe prostokata uznaé przedziat otwarty (a,b), zawierajacy tylko punkty
catkowitea+1,a+2, ...,b— 1. GdybySmy bowiem za podstawe wzigli przedziat domknigty
[a,b], to mogliby$my uznaé, iz prostokat zatrzyma sig na innym, z ktérym jedynie sig styka
(na przyktad prostokaty o podstawach [a,b] i [b,c|). Z drugiej strony, zawezenie odcinkéw
do najblizszych liczb catkowitych spowodowatoby inne bledy — wéwcezas na przyktad
prostokat o podstawie (a,a + 1) nie blokowalby zadnego innego — do czego oczywiscie
réwniez nie mozemy dopusci¢. Rozwiazanie tej ktopotliwej sytuacji zasygnalizowaliSmy juz
na poczatku. Otéz szukajac przeszkdd, ktére moga zatrzymacd prostokat o podstawie (a,b)
bedziemy rozwazaé przeszkody w przedziale [a + 1,b — 1]. W ten sposéb uwzglednimy
fakt, ze prostokat nie moze zatrzymac si¢ na innym, z ktérym styka si¢ tylko brzegiem.
Z kolei wpisujac do drzewa informacje, nad ktérymi punktami prostokat zajmuje przestrzen,
bedziemy jego podstawe traktowac jak odcinek domknigty [a, b], co pozwoli nam zaznaczy¢,
7e prostokat ten zablokuje wszystkie prostokaty, ktére zawieraja punkty z tego przedzialu
jako wewnetrzne.

Powyzsze modyfikacje nie zmieniaja ztozonoSci czasowej procedury symulacji spadania
prostokata, wigc ostatecznie zltozono$¢ calego algorytmu mozemy oszacowal przez
O(NlogD), co daje istotng poprawe w stosunku do naiwnego algorytmu o ztozonosci O(ND).
W kolejnym rozdziale to wtasnie ten algorytm bedziemy starali si¢ uog6lni¢ na przypadek
tréjwymiarowy.

Tetris 3D

Poszukujac rozwiazania dla przypadku tréjwymiarowego przeanalizujemy kilka réznych
sposob6éw uogolnienia rozwigzania dwuwymiarowego.
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Wiele drzew przedzialowych

Mozemy sprowadzi¢ przypadek tréjwymiarowy do dwuwymiarowego, dzielac platformg
o podstawie rozmiaru D x S na S platform o podstawie D x 1 (lub D platform o podstawie
1 x S). Dla kazdej z tych platform mozemy zbudowaé drzewo przedziatowe i kazdy
spadajacy klocek o wymiarach d x s x w potraktowaé jako s identycznych prostokatéw
o rozmiarach d x w, spadajacych na odpowiednie proste. Wynikiem dla danego klocka jest
maksimum z wartos$ci uzyskanych dla prostokatéw. Catkowita ztozonos¢ symulacji spadania
dla jednego klocka to wéwczas O(SlogD) (lub symetrycznie O(DlogS)), co daje catkowita
ztozono$¢ czasowa rozwigzania O(NSlog D). Nie jest to jednak wystarczajaco szybko jak na
ograniczenia z zadania.

Drzewo czwérkowe

Mozemy tez prébowal zbudowal strukture dwuwymiarowa analogiczna do drzewa
przedziatowego, w ktorej bedziemy przechowywaé informacje o prostokatach. Takim
rozwiazaniem jest drzewo czwdrkowe, ktére pozwala reprezentowal prostokaty zawarte
w ustalonym kwadracie o wymiarach 2 x 2%, Korzen tego drzewa odpowiada catemu
kwadratowi. Z kolei dzieci korzenia — ma ich doktadnie 4 — odpowiadaja kwadratom,
powstalym przez podzial duzego kwadratu na cztery réwne éwiartki; kazde z dzieci ma
réwniez 4 dzieci, odpowiadajacych jego éwiartkom itd. Przyktad drzewa czwdérkowego dla
k = 2 jest pokazany na rys. 2.

[L12]3]4]
516/7]8
9 10]11]12
13] 14| 15] 16

1 2 5 6 3 4 7 8 9 10 13 14 11 12 15 16

Rys. 2:  Przyktadowe drzewo czwdrkowe

Zanim zaczniemy zapisywac w drzewie czworkowym informacje potrzebne do symulacji
gry, zastanOwmy sig, na ile kwadratow ,,bazowych” moze zosta¢ roztozony dany prostokat.
Dla przyktadu, prostokat majacy ksztatt paska o rozmiarze 1 x 2 trzeba roztozyé wytacznie
na kwadraty jednostkowe, do czego potrzebujemy az 2% kwadratéw! To oznacza, ze po
adaptacji algorytmu dwuwymiarowego do trzech wymiaréw z uzyciem drzewa czwérkowego
otrzymamy rozwiazanie, ktére w pesymistycznym przypadku bedzie wymagaé wykonania co
najmniej ND lub NS operacji. Jest to rozwiagzanie dalekie od satysfakcjonujacego.

Graf prostokatowy

Wiasciwym uogélnieniem na przypadek tréjwymiarowy jest struktura, ktéra juz nie jest
drzewem, ale acyklicznym grafem skierowanym (okreS§lanym czesto skrétem DAG). Korzen
grafu reprezentuje kwadrat o bokach 2% x 2X. Wierzchotek ten ma czwérke dzieci, z ktérych
dwojka reprezentuje prostokaty powstale w wyniku podziatu kwadratu symetralng pionowa,
a dwa pozostate — symetralng pozioma. W kolejnych wierzchotkach grafu przeprowadzamy
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analogiczny podziat prostokata zwiazanego z wierzchotkiem. Prostokaty, ktére odpowiadaja
poszczegdlnym wierzchotkom grafu, nazywamy prostokqtami bazowymi. Cala strukturg
okre§lamy mianem grafu prostokqtowego — na rysunku 3 jest przedstawiony przyktad
takiego grafu dla k = 2.

—_

2| 3[4

1 2 4

Rys. 3:  Przyktadowy graf prostokatowy

Graf prostokatowy ma nastgpujace wilasnosci, analogiczne do odpowiednich wlasnosci
drzewa przedzialowego.

o Kazdy prostokat bedacy produktem Kkartezjafiskim dwoéch jednowymiarowych
przedziatéw bazowych, z ktérych jeden jest podprzedziatem przedziatu [1,D], a drugi
podprzedziatem [1,S], jest pewnym prostokatem bazowym i odwrotnie, kazdy
prostokat bazowy to produkt kartezjanski dwéch przedziatléw bazowych.

e Glgbokos¢ grafu prostokatowego jest réwna O(logDlogS), gdzie D i S to wymiary
prostokata bazowego zawartego w korzeniu, ktéry zreszta nie musi by¢ nawet
kwadratem. Wynika to stad, ze przechodzac od rodzica do dziecka zmniejszamy
dwukrotnie jeden z wymiardw prostokata zwiazanego z wierzchotkiem, wigc po
log Dlog S krokach oba wymiary musza by¢ juz réwne 1.

e Graf zawiera O(DS) wierzchotkéw, gdyz tyle jest wilasnie prostokatéw bazowych
utworzonych z par jednowymiarowych przedziatéw bazowych.

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym (drzewa przedziatlowego i odcinka), takze
dowolny prostokat mozemy roztozyé na prostokaty bazowe. Dobry podzial otrzymamy,
rozbijajac boki prostokata na przedzialy (odcinki) bazowe i tworzac prostokaty bazowe
iloczyny kartezjanskie par przedziatéw bazowych. Metoda ta daje nam rozbicie prostokata P
o wymiarach d X s (d < D, s < S) na O(log DlogS) prostokatéw bazowych. Jezeli bedziemy
chcieli zastosowaé graf prostokatowy analogicznie, jak drzewo przedzialowe, to musimy
jeszcze zastanowié sig, ile jest w grafie prostokatéw bazowych, zawierajacych w sobie
jakiekolwiek prostokaty bazowe, powstate z rozktadu prostokata P. Ich liczb¢ mozemy
oszacowaé zauwazajac, ze wszystkie musza by¢ produktami kartezjanskimi przedzialéw
bazowych, zawierajacych przedzialy bazowe z jednowymiarowych rozktadéw bokéw P.
Skadinad wiemy, ze takich prostokatéw jest w kazdym wymiarze logarytmicznie wiele, stad
liczbg szukanych prostokatéw bazowych takze mozemy oszacowaé przez O(logDlogS).
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Algorytm wzorcowy

Co prawda powyzsze spostrzezenie ogranicza liczbe prostokatéw bazowych w rozktadzie
konkretnego prostokata i nawet w sensie matematycznym pozwala je wskazaé, potrzebujemy
jednak algorytmu, ktéry pozwoli nam efektywnie zidentyfikowaé je w grafie bez
odwotywania si¢ do drzew przedziatowych dla bokéw prostokata. Przedstawimy algorytm
rekurencyjny analogiczny do algorytmu rozkiadu na przedzialy bazowe w drzewie
przedzialowym.

Zatézmy, ze rozkladamy prostokat P = [a,b] X [c¢,d] i rozpocznijmy proces rozktadu
w korzeniu grafu, z ktérym zwiazany jest prostokat [1,2%] x [1,2%]. W kazdym kroku
algorytmu:

e Na poczatku znajdujemy si¢ w wierzchotku g reprezentujacym pewien prostokat
bazowy Q = [u,v] X [x,y].

e Jezeli w trakcie rozktadania P byliSmy juz wczesniej w wierzchotku g, to koficzymy to
wywotanie rekurencyjne.

e Jezeli prostokat Q jest w catoSci zawarty w P, to doktadamy Q do rozktadu i koriczymy
to wywotlanie rekurencyjne.

e Jezeli nie zachodzi [u,v] C [a,b], to dokonujemy podziatlu prostokata Q w tym

wymiarze i wykonujemy z_ejécie rekurencyjne do tych sposréd dzieci g, ktérych
prostokaty (odpowiednio [u, “3*] X [x,y] oraz [“3* +1,v] X [x,y]) nie s roztaczne z P.
e Analogicznie postgpujemy w drugim wymiarze: jezeli nie zachodzi [x,y] C [c,d],
to wykonujemy zejScie rekurencyjne do tych sposrdd dzieci g, ktérych prostokaty
(odpowiednio [u,v] x [x, 5] oraz [u,v] x [*52 + 1,y]) nie sa roztaczne z P.

Widzimy, ze powyzszy algorytm zostat tak zaprojektowany, zeby konstruowat doktadnie taki
rozklad prostokata, jak produkt kartezjanski rozktadéw jednowymiarowych — w kazdym
kroku rozcinamy aktualny prostokat bazowy wzdluz kazdej osi, jezeli odpowiedni bok
prostokata nie jest przedzialem bazowym i zostatby podzielony w algorytmie w przypadku
jednowymiarowym. Tak wigc wszystkie prostokaty, ktére odwiedzimy po drodze, sa
postaci [u,V] x [¥,y'], gdzie [«',V'] to jeden z przedzialéw odwiedzanych w trakcie
jednowymiarowego rozktadu odcinka [a,b], a [x',)'] to przedzial odwiedzany w trakcie
jednowymiarowego rozkladu [c,d]. Poniewaz w algorytmie unikamy wielokrotnego
zaglgbiania rekurencyjnego z tego samego wierzchotka, wigc jego ztozonosC jest
proporcjonalna do liczby odwiedzonych réznych wierzchotkéw, czyli wynosi O(log DlogS).

Wiedzac, ze potrafimy efektywnie roztozy¢é prostokat na ,,umiarkowang” liczbe
prostokatéw bazowych w rownie umiarkowanym czasie, zastandéwmy sig, jakie informacje
powinni§my umiesci¢ w grafie, by méc symulowaé spadanie klockéw. Bedzie to trochg
wigcej danych, niz w przypadku gry dwuwymiarowej. W kazdym wierzchotku grafu
zapiszemy:

e maksimum z wartosci dotychczas wstawionych prostokatéw,
ktérych rozktady zawieraja prostokat bazowy odpowiadajacy danemu wierzchotkowi
grafu (oznaczenie: M),
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e maksimum z warto$ci M dla wszystkich potomkéw danego wezta (oznaczenie: m);
obie wartoSci m i M sa analogiczne jak w przypadku drzewa przedzialowego,

e maksimum z warto$ci M wszystkich potomkéw danego wezla o takim samym rzucie
na pierwszy wymiar (oznaczenie: m;),

e maksimum z warto$ci M wszystkich potomkéw danego wezla o takim samym rzucie
na drugi wymiar (oznaczenie: m;).

W powyzszym opisie, rzutem prostokata [a,b] X [c,d] na pierwszy wymiar jest przedzial
[a, D], a na drugi — przedziat [c,d]. WartoSci M, m, m| i my na poczatku algorytmu ustawiamy
na 0.

Opiszemy teraz, w jaki sposob efektywnie obliczaé powyzsze wartoSci i jak z nich
korzysta¢ poszukujac wysokoSci, na jakiej zatrzyma si¢ kolejny spadajacy klocek.

Przypadek bazowy Podobnie jak w przypadku drzewa przedzialowego, na poczatek
przeprowadzimy symulacje spadania klocka K o dolnej podstawie odpowiadajacej
prostokatowi bazowemu P = [a,b] X [c,d]. Klocek ten zatrzyma si¢ na gérnej podstawie
0 = [u,v] x [x,y] pewnego innego klocka; rozwazmy rozktad [u,v] x [x,y] na prostokaty
bazowe. Co najmniej jeden z tych prostokatéw przecina si¢ niepusto z P; oznaczmy dowolny
z prostokatéw bazowych o tej wlasno$ci przez Qy = [ug,vk] X [xx,yk]. Zachodzi jedna
z ponizszych sytuacji:

1. Or C P (wegzel odpowiadajacy Oy jest potomkiem wezla odpowiadajacego P) —
przypadek analogiczny jak w wersji dwuwymiarowej;

2. P C Oy (wezel odpowiadajacy P jest potomkiem wezta odpowiadajacego Qy) — takze
przypadek analogiczny jak w wersji dwuwymiarowej;

3. [a,b] C [ug,vi], ale [xg,yx] C [c,d] — czyli P zawiera si¢ w pierwszym wymiarze w Qy,a
w drugim wymiarze zachodzi zalezno$§¢ odwrotna — wtedy wezet odpowiadajacy Oy
jest potomkiem o tym samym pierwszym wymiarze pewnego wezta [ug,vi] X [x/,y'],
wystepujacego przy rozkladaniu P na prostokaty bazowe,

4. [c,d] C [xk,yx]. ale [ug,vk] C [a,b] — czyli P zawiera si¢ w drugim wymiarze w Qy.,a
w pierwszym wymiarze zachodzi zalezno§¢ odwrotna — wtedy wezet odpowiadajacy
Oy, jest potomkiem o tym samym drugim wymiarze pewnego wezta [u/,V'] X [xx, yi],
wystepujacego przy rozktadaniu P na prostokaty bazowe.

Policzenie wysokosci zatrzymania klocka K wymaga uwzglednienia kazdej z powyzszych
sytuacji. Pierwsze dwa przypadki rozpatrujemy podobnie jak w zadaniu dwuwymiarowym:
pierwszy odpowiada wzigciu wartosci m z wierzchotka odpowiadajacego prostokatowi P,
drugi za$§ maksimum z warto$ci M wszystkich przodkéw P w grafie. Wysoko$¢ zatrzymania
wynikajaca z sytuacji opisywanej w trzecim przypadku, znajdujemy wyliczajac maksimum
z wartoSci m; wszystkich napotkanych w procesie rozktadu P prostokatow bazowych,
ktérych pierwszy wymiar zawiera [a,b], a drugi jest zawarty w [c,d]. Przypadek czwarty
rozpatrujemy analogicznie, uzywajac wartosci m,.
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Przypadek ogélny JesteSmy juz gotowi do przeprowadzenia symulacji spadania klocka
K, ktérego podstawa P jest dowolnym prostokatem. Podobnie jak w dwdéch wymiarach,
rozkladamy P na prostokaty bazowe P; i symulujemy oddzielnie opadanie kazdego z nich.
Ostateczna wysokos¢, na jakiej osiadzie caty klocek, wyznaczamy jako maksimum wynikow
obliczonych dla poszczegdlnych prostokatéw z rozktadu, czyli maksimum z:

1. warto$ci m odpowiadajacych wierzchotkom zwiazanym z P;,
2. warto$ci M z przodkéw wierzchotkéw odpowiadajacych P;,

3. warto$ci m z tych sposréd przodkéw wierzchotkéow P;, ktére w drugim wymiarze sa
zawarte w P;,

4. warto$ci my z tych sposréd przodkéw wierzchotkéw P;, ktére w pierwszym wymiarze
sq zawarte w P;.

Poniewaz w procedurze rozktadu na prostokaty bazowe odwiedzimy wszystkie wierzchotki
z powyzszych grup 112, a grupy 314 sa podzbiorami grupy 2, to widzimy, ze wysoko$¢ H, na
jakiej zatrzyma si¢ klocek K, mozemy policzy¢ w tacznej ztozonosci czasowej O(log Dlog S).

Aktualizacja grafu Goérna podstawa klocka K po opadnigciu bgdzie znajdowaé si¢ na
wysokosci H + h, gdzie h to wysoko$¢ klocka. Warto$¢ tg¢ wykorzystamy do aktualizacji
informacji zapisanych w grafie w tych miejscach, gdzie jest to potrzebne. Aktualizacje M im
przeprowadzamy podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym: warto§¢ M we wszystkich
wierzchotkach odpowiadajacych P;, a warto$¢ m — we wszystkich ich przodkach. Warto$¢
my aktualizujemy w tych wierzchotkach sposréd napotkanych w algorytmie rozktadu,
ktére w pierwszym wymiarze sa zawarte w P. Kazdy z tych wierzchotkéw ma potomka
0 tym samym pierwszym wymiarze, ktéry jest jednocze$nie jednym z wierzchotkow
odpowiadajacych pewnemu sposrdéd prostokatéow P;. Co wigcej, kazdy z przodkéw
jakiegokolwiek z prostokatéw P; o tym samym pierwszym wymiarze zostanie odwiedzony
w algorytmie rozktadu, a zatem taki sposéb aktualizacji jest wystarczajacy, aby wszystkie
wierzchotki grafu mialy poprawne wartosci mj. Analogiczng procedurg przeprowadzamy
dla wartosci my i drugiego wymiaru. Catg aktualizacje wykonujemy w czasie O(logDlogS),
gdyz podobnie jak przy symulacji spadania, wszystkie wierzchotki grafu, w ktérych
dokonujemy zmian, napotkamy w procedurze rozkladu P na prostokaty bazowe.
Rozwiazanie z uzyciem drzewa przedzialowego ma zatem ztozono$¢ czasowa
O(NlogDlogS + DS), gdzie O(DS) to czas budowy struktury grafu prostokatowego
w pamigci. Doktadny opis samej budowy grafu pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie.

Inne rozwigzania

Zadanie Tetris 3D mozna probowaé rozwiazaé stosujac zupetnie inny pomyst. Dla kazdego
spadajacego klocka mozna przegladac wszystkie, ktére opadty poprzednio, i sprawdzac, czy
ich rzuty na platforme¢ przecinaja si¢ z aktualnie spadajacym. Wysoko$¢, na jakiej zatrzyma
si¢ klocek, wyznaczamy wéwczas jako maksimum z wysokosci takich kolidujacych klockow.
Tego typu rozwiazanie ma pesymistycznie ztozonos¢ O(N?) i nie bierzemy w nim w ogdle
pod uwage nieduzych ograniczen na dtugos¢ i szeroko$¢ platformy.



Tetris 3D

Teoretycznie jest to rozwigzanie zbyt wolne, jak na ograniczenia z zadania. Jednakze
prawdziwa sztuka bylo ulozenie na tyle dobrych testéw, zeby modc réwnoczeSnie
wyeliminowaé bardzo efektywnie zaimplementowane (i czasami niepoprawne) wersje
powyzszej symulacji i nieefektywne tréjwymiarowe uogdlnienia drzewa przedzialowego.
Oceniajac po liczbie punktéw uzyskanych przez zawodnikéw, sztuka ta jurorom udata sig,
a za zadanie Tetris 3D bylo najtrudniej zdoby¢é maksymalna liczbe punktéw w pierwszym
etapie XIII Olimpiady Informatyczne;j.

Testy

Zadanie testowane bylo na 14 zestawach danych testowych, ktére zawieraly tacznie az 55
testow.

Nazwa D S N Opis

tetl.in 20 20 20 | maty test poprawnosciowy

tet2a-7a.in 1000 | 1000 | 20000 | maksymalne testy losowe

tetSa-10a.in 512 512 | 20000 | duze testy ztozone tylko z prostokatow
bazowych

tetlla-14a.in 1000 | 1000 | 20000 | losowe klocki o dtugosci lub szerokosci
30-60, a o drugim wymiarze 1000

tet2b-10b.in 10000 | 1000 | 20000 | testy maksymalne z 19000 klockami
1 x 111000 duzych klockéw

tetl1b-14b.in 1000 | 1000 | 20000 | testy maksymalne z 18000 klockami
1 x 112000 duzych klockéw

tet2c-10c.in 1000 | 1000 1000 | 1000 losowych klockéw o duzej

powierzchni
tetllc-14c.in 100 100 100 | niewielkie poprawnosciowe testy losowe
tet2d-7d.in 1000 | 1000 1000 | testy maksymalne z klockami o jednym
boku dlugosci lub szerokosci 1, a drugim
okoto 1000
tet8d-10d.in 100 100 100 | niewielkie testy losowe poprawnosciowe
tet2e-7e.in 1000 | 1000 | 20000 | losowe klocki o dtugosci lub szerokosci

30-60, a o drugim wymiarze 1000
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OI, Etap 1

Zaby

W Bagtocji zapanowata kleska Zab — niszczq one wszystkie uprawy. Rolnik Bajtazar postanowil
walczyé z Zabami za pomocq specjalnych odstraszaczy, ktore rozmiescit w wybranych miejscach
na swoim polu. Kazda Zaba, przemieszczajgc sie z jednego miejsca do drugiego, stara sig
omijac odstraszacze w jak najwiekszej odlegtosci, tzn. maksymalizuje odlegtosé od najblizszego
odstraszacza.

Pole Bajtazara ma ksztalt prostokgta. Zaby skaczq po polu réwnolegle do bokéw pola,
przemieszczajgc sie w kazdym pojedynczym skoku o jedng jednostke. Odleglosé od odstraszaczy
jest rozumiana jako minimum z odlegtoSci od poszczegdlnych odstraszaczy dla wszystkich
pozycji, na ktorych Zaba sie znajdowala.

Bajtazar wie skqd i dokqd Zaby sie najczeSciej przemieszczajq i eksperymentuje z roznymsi
rozmieszczeniami odstraszaczy. Poprosil Cie o pomoc, chce abys napisal program obliczajgcy
dla zadanego rozstawienia odstraszaczy, w jakiej odleglo$ci od odstraszaczy Zaby mogq
przedostawad sie po jego polu z jednego miejsca do drugiego.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia rozmiar pola, rozmieszczenie odstraszaczy oraz pozycje
poczgtkowq i koncowq Zaby,

o wyznaczy maksymalng odleglosé od najblizszego odstraszacza, przy jokim Zaba bedzie
musiala przejsé na swojej drodze,

o wypisze kwadrat znalezionej odleglosci na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite: wy @ wy oddzielone pojedynczym
odstepem — szerokosé i dlugosé pola (2 <wy,wy < 1000 ). Drugi wiersz wejécia zawiera cztery
liczby calkowite: py, py, kx i ky oddzielone pojedynczymi odstepami; (px,py) to poczgtkowe
polozenie zaby, (ky,ky) to koricowe poloZenie Zaby (1 < py,ky <wx, 1 <py,ky <wy). Trzeci
wiersz wejscia zawiera jedng liczbe catkowitq n — liczbe odstraszaczy rozmieszczonych na polu
(1 <n<wx-wy). Kolejne n wierszy zawiera wspdtrzedne kolejnych odstraszaczy. Wiersz i+ 3
dla 1 <1< n zawiera dwie liczby catkowite x; © y; oddzielone pojedynczym odstepem — sq to
wspdlrzedne i-tego odstraszacza (1 < x; <wy, 1 <y <wy). Kaidy odstraszacz znajduje sie
w innym miejscu i Zaden z nich nie znajduje sie w punkcie (px,py) ani (kx,ky).
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W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna znaleZé sie jedna liczba catkowita, kwadrat
maksymalnej odleglosci, na jakg Zaba musi zblizyc sie do najblizszego odstraszacza. Jezeli Zaba
nie moze unikngé wskoczenia bezposrednio na odstraszacz, to wynikiem jest 0.

Przyklad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
55 4

1155

2

33

4 2

Punkt docelowy

T
@

Punkt startowy

Optymalna droga Zaby.

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Rozpocznijmy od wprowadzenia terminologii, ktéra bedziemy stosowaé w opisie
rozwiazania. Pozycjq nazwiemy dowolne miejsce na polu Bajtazara, na ktérym moze znalez¢
si¢ zaba (na polu o wymiarach wy na wy jest doktadnie w, - w, pozycji). Poprzez odlegtos¢
danej pozycji od odstraszaczy rozumie¢ bedziemy minimum z odleglosci tej pozycji od
wszystkich odstraszaczy.

Rozwiazanie zadania podzielimy na dwie niezalezne czgsci:



Zaby
e wyznaczenie dla kazdej pozycji odlegtosci od odstraszaczy (faza I),

e wyznaczenie drogi zaby maksymalizujacej odleglo$¢ od odstraszaczy na podstawie
odlegtosci pozycji od odstraszaczy (faza II).

Powstaje pytanie, czy taki podziat pracy nie spowoduje, ze obliczenia beda trwaty dtuzej
niz to konieczne. Jezeli uda nam si¢ skonstruowaé algorytm dziatajacy w czasie zblizonym
do wy - wy, to na pewno nie bedzie to algorytm zly. Wynika to stad, ze juz same dane dla
zadania moga mie¢ rozmiar w, - wy (Bajtazar mégt rozstawi¢ az tyle odstraszaczy), a kazdy
— nawet najlepszy — algorytm wymaga przynajmniej przeczytania tych danych.

W  kolejnych rozdzialach przedstawimy mozliwe sposoby realizacji obu faz.
Rozpoczniemy do$¢ nietypowo — od fazy drugiej.

Faza 11

Sciezkq bedziemy nazywali sekwencje sasiednich pozycji, pomiedzy ktérymi zaba moze
bezposrednio przeskakiwac, z ktérych pierwsza jest pozycja poczatkowa zaby, natomiast
ostatnia — pozycja koficowa. Przez odlegtos¢ sciezki od odstraszaczy bgdziemy rozumieli
najmniejsza odleglo$¢ pozycji nalezacej do §ciezki od odstraszaczy. Zakladajac, ze dla
kazdej pozycji jest juz policzona odlegtos$¢ od odstraszaczy, nalezy wyznaczy¢ Sciezke, ktorej
odlegtos$¢ od odstraszaczy jest mozliwie najwigksza — kwadrat tej odlegloSci, oznaczmy go
Smax, jest poszukiwanym wynikiem zadania.

Wartos¢ s,y jest liczba catkowita niemniejsza od 0 (wtedy najlepsza $ciezka musi przejsé
przez pozycje zawierajaca odstraszacz) oraz nie wigksza od w2 + wf (Bajtazar postawit na
polu co najmniej jeden odstraszacz). Na pytanie, czy warto$¢ s,y jest niemniejsza od
zadanej warto$ci @ mozna udzieli¢ odpowiedzi w czasie O(wy - w) ). Jesli bowiem taka $ciezka
istnieje, to musi ona sktadac si¢ z p6l, ktérych odlegto$¢ od odstraszaczy jest niemniejsza
od a. Aby ja znalez¢ (lub stwierdzi¢, ze nie istnieje), skonstruujmy graf G, o zbiorze
wierzchotkéw odpowiadajacym pozycjom o odlegtosciach od odstraszaczy niemniejszych
niz a. Krawedziami w grafie G, polaczymy takie pozycje, pomigdzy ktérymi zaba moze
bezposrednio przeskoczyé. Sciezka o odlegtosci co najmniej a od odstraszaczy istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy wierzchotki reprezentujace pozycje poczatkowa oraz koricowa Zaby sa
potaczone Sciezka w grafie G, (lub inaczej — naleza do tej samej sktadowej spdjnosci).
Sprawdzenia tego mozna dokonaé przy uzyciu prostego algorytmu przeszukiwania grafu
wszerz badz w glab. Przeszukiwanie grafu o O(wy - w)) wierzchotkach i krawedziach
wykonujemy wtasnie w takim czasie.

Zapewne Czytelnik spotkal si¢ z gra, ktérej celem jest odgadnigcie liczby naturalnej x
wymysSlonej przez przeciwnika, przy uzyciu pytan postaci ,,czy x jest mniejsze od a?”’ (wsréd
informatykéw gre¢ t¢ nazywa si¢ zazwyczaj wyszukiwaniem binarnym). Wykorzystujac
opisany powyzej algorytm, mozna wyznaczyC poszukiwang warto$¢ s,,,, W analogiczny
sposob. Poczatkowo wiemy, ze warto$¢ ta znajduje si¢ w przedziale [0, wy - wy]. Nastepnie,
sprawdzajac jak ma si¢ §,qc do Srodka przedzialu, zawezamy dalsze poszukiwania do
przedziatu o potowe mniejszego. W ten sposob, zadajac logarytmiczng liczbe pytan, mozna
zrealizowaé druga faze algorytmu w czasie O(wy - wy - log (wy-wy)). Przykiad procesu
wyszukiwania zostat przedstawiony na rysunku 1.
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Rys. 1:  Wyszukiwanie binarne wartoSci ;4. dla przyktadowych danych z tresci zadania
(kwadraty odlegtosci poszczegdlnych pozycji zostaty umieszczone przy pozycjach,
o ile sa niemniejsze od rozpatrywanego w kolejnym kroku ograniczenia a).
(a) Maksymalna odlegto$¢ dwéch pdél wynosi 16, zatem wyszukiwanie binarne
wykonywane jest na przedziale [0...16]. Dla ograniczenia 8, pozycja poczatkowa
(lewa-dolna) oraz kofcowa (prawa-gérna) nie sa potagczone — rozwiazanie musi
znajdowaé si¢ w takim razie w przedziale [0...7] (b) Dla kolejnej testowanej
wartos$ci a = 4, pozycja poczatkowa i koicowa sg potaczone, wigc rozwigzanie musi
miescié si¢ w przedziale [4...7]. (¢) Dla a = 6 pozycje znowu nie sa potaczone —
rozwiazanie znajduje si¢ w przedziale [4...5]. (d) Dla @ = 5 po raz kolejny pozycje
nie s potaczone, zatem wynikiem koficowym jest 4.

Inne mozliwe rozwigzania

Istnieja réwniez inne sposoby realizacji drugiej fazy algorytmu. Dla przyktadu przedstawimy
dwie z nich — obie sprowadzaja analizowany problem do zagadnienia grafowego.

Pierwszym ze sposobéw — do$¢ czgsto implementowanym przez uczestnikow XIII
Olimpiady Informatycznej — bylo przedstawienie problemu w postaci grafu G, ktérego
wierzchotkami sa pozycje i krawedzie lacza te pozycje, pomigdzy ktérymi zaba moze
bezposrednio przeskoczy¢é. Po skonstruowaniu grafu G, do wyznaczenia poszukiwanej
Sciezki mozna wykorzysta¢ modyfikacje¢ algorytmu Dijkstry (patrz [18]). W oryginalnej
wersji tego algorytmu mamy graf, ktérego krawgdziom sa przypisane dtugosci, i wyliczamy
dtugosci najkroétszych Sciezek do wszystkich wierzchotkéw grafu z zadanego Zrédta (dtugos$é
Sciezki rozumiana jest jako suma dlugosci krawedzi na niej lezacych). W naszym problemie
wagi sa przypisane wierzchotkom, a nie krawgdziom, natomiast poszukiwanym wynikiem
jest Sciezka miedzy wierzchotkiem poczatkowym a docelowym, dla ktérej najmniejsza
waga wierzcholka do niej nalezacego jest maksymalna. Zadanie mozemy rozwigzaé
modyfikujac algorytm Dijkstry tak, by oblicza¢ dla kazdego wierzchotka v najmniejsza
wage w wierzcholka na Sciezce prowadzacej z wierzchotka poczatkowego do v. Wéwczas
wierzchotki musimy odwiedza¢ w kolejno$ci nierosnacych wartosci w. Implementacja tego
algorytmu (przy uzyciu kopca jako kolejki priorytetowej dla wierzchotkéw) ma ztozonos¢
proporcjonalng O(wy - wy - log (wy - wy)).

Drugi sposéb jest modyfikacja algorytmu Kruskala wyznaczania najlzejszych drzew
rozpinajacych w grafie (patrz [18]). W oryginalnym algorytmie rozpoczynamy dziatanie od
grafu zawierajacego jedynie wierzchotki, a nastgpnie przegladamy krawedzie w kolejnosci
niemalejacych wag, dodajac do grafu te, ktére tacza rézne spéjne sktadowe grafu. Konczymy
w momencie, gdy graf zawiera dokladnie jedng spdjna sktadowa. Algorytm mozemy
zmodyfikowaé tak, by budowaé graf stopniowo dodajac nie krawedzie, lecz wierzchotki
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(wraz ze wszystkimi incydentnymi do nich krawedziami) w kolejnoSci nierosnacych
odlegtosci od odstraszaczy. Ponadto obliczenia koficzymy w chwili, gdy pozycja poczatkowa
i koficowa zaby znajda si¢ w tej samej sktadowej. Kwadrat odlegtosci od odstraszaczy
ostatniego dodanego do grafu wierzchotka jest wéwczas poszukiwana wartoscia s,,,,. Czas
dzialania tego algorytmu (ze wzgledu na konieczno$¢ posortowania wierzchotkéw) to
ponownie O(wy - wy - log (wy - wy)).

Faza I

Prostym i nasuwajacym si¢ od razu sposobem wyznaczenia wyniku dla pierwszej fazy jest
obliczenie dla kazdej pozycji odlegto$ci od wszystkich odstraszaczy, a nastgpnie wybranie
najmniejszej z tych wartosci. Podejscie takie jest bardzo proste w implementacji, jednak
wyjatkowo nieefektywne — przy maksymalnej mozliwej liczbie odstraszaczy jego ztozono$é
czasowa to O(w? wf) Wielu zawodnikéw zauwazylo, ze taki algorytm nie jest wystarczajacy
i starato si¢ wymysli¢ efektywniejsza metode. My takze, majac na wzgledzie fakt, iz
druga faza algorytmu zostata zrealizowana w czasie O(wy - wy - log (wy -w))), skupimy sie
na poszukiwaniu rozwigzania o niegorszej ztozonosci.

Rozwigzania btedne

Jednym z mozliwych pomystéw jest, podobnie jak to zostalo zrobione w drugiej fazie,
potraktowanie pola Bajtazara jako grafu G, w ktérym wierzchotki oznaczaja pozycje na polu,
a krawedzie — skoki zaby. Na takim grafie mozemy wykonaé algorytm przeszukiwania
wszerz, rozpoczynajac od wszystkich pozycji odstraszaczy jednocze$nie. Pozycjom tym
przypisujemy odlegtos¢ zero, a nastgpnie przegladajac kolejne wierzchotki przypisujemy
im obliczone minimalne odlegtosci od odstraszaczy. Algorytm taki ma zlozono$¢ czasowa
O(wy - wy) 1 jest poprawny w przypadku stosowania metryki miejskiej do wyznaczania
odlegtosci migdzy pozycjami, jednak w przypadku metryki Euklidesowej, z jaka mamy do
czynienia w zadaniu, podejScie takie nie jest poprawne (w metryce miejskiej definiujemy
odlegtos¢ miedzy pozycjami a i b jako |a, — by|+ |ay — by|, a w metryce Euklidesowej, jako
(ax—bx)* + (ay — by)?).

Kolejnym podejsciem moze by¢ zastapienie przeszukiwania wszerz algorytmem Dijkstry.
Dla kazdej pozycji obliczymy i zapiszemy odlegto$§¢ od najblizszego odstraszacza oraz
pozycje najblizszego odstraszacza (pozycja Zrodtowa).

e Na poczatku dla kazdej pozycji P zawierajacej odstraszacz zapisujemy odlegto$cé
rowna 0 1 pozycje Zrédtowa réwna P; pozostalym pozycjom przypisujemy wstepnie
odlegtosci +co.

e Wszystkie wierzcholki z wyznaczong odlegloscia 0 wstawiamy do kolejki
priorytetowej,

e Przetwarzamy pozycje z kolejki, w kolejnosci niemalejacych odlegtosci. Dla pozycji P,
ktérej Zrédtem jest pozycja Z, odwiedzamy kazdego sasiada S pozycji P (czyli pozycje,
na ktére zaba moze bezposrednio przeskoczy¢ z P). Jesli odlegto$¢ pozycji S od Z jest
mniejsza niz dotychczasowa odlegtos¢ S od jej Zrédia, to przypisujemy S nowe Zrédio
Z i odpowiednio zmieniamy odlegtos¢.
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Powyzszy algorytm zostal zaprogramowany przez wielu zawodnikéw. Nie jest on jednak
poprawny, co mozna tatwo wykazaé. Niech Z;(4,1), Z>(1,4), Z3(3,3) beda pozycjami
odstraszaczy na polu Bajtazara. Przedstawiony algorytm dla pozycji Pi(2,1) wyznaczy
7rédto Z; i odlegtos¢ 2, dla pozycji P>(1,2) Zrédtem bedzie Z,, a odlegltoscia 2. Dla obu
pél Py i P, odlegtos¢ do odstraszacza Z3 wynosi v/5 i jest wigksza od 2. Pozycja Q jest
sasiadem P; i P», zatem Zrédto dla pozycji Q zostanie ustalone na Z; lub na Z,, a co za tym
idzie odlegto$¢ od odstraszaczy bedzie ustalona na 3. Tymczasem odlegto$¢ Q od Zs jest
mniejsza i wynosi v/8.

P 3

Rys. 2:  Przyktadowa sytuacja, dla ktérej zmodyfikowany algorytm Dijkstry daje zia
odpowiedz

Dziwna funkcja g

Wszystkie powyzsze klopoty wynikaty z nietypowoSci metryki, ktéra jest zastosowana
w zadaniu. Okazuje si¢ jednak, ze istnieje stosunkowo prosty (implementacyjnie, acz nie
koniecznie koncepcyjnie) sposéb wyznaczenia wyniku dla fazy pierwszej w zlozonosci
czasowej O(wy - wy).

Rozpatrzmy troche inny problem od tego, ktéry musimy rozwiazaé¢. Niech dana
bedzie funkcja b : {1,2,...,N} — R. Naszym zadaniem jest wyznaczenie funkcji
g:{1,2,...,N} — R, zadanej wzorem:

: 2
()= min | ((x=n)"+b(n))
Przyktadowo, dla N =4, b(1) =1, b(2) =2, b(3) =1 i b(4) = 3 wartosci poszukiwanej
funkcji g sa nastepujace: g(1) =1, g(2) =2,g(3)=1,g(4)=2

Po rozszerzeniu dziedziny funkcji g do zbioru liczb rzeczywistych, wyznaczanie
wartoSci g(x) mozna traktowaé jako znajdowanie najmniejszej wartosci rodziny funkcji
kwadratowych. Wykres funkcji g powstaje z fragmentéw paraboli rozpatrywanych funkcji
kwadratowych. ~ Wykresy dwéch funkcji kwadratowych fi(x) = (x —a;y)? + by oraz
f2(x) = (x —a2)* + b2, a1 < ay maja doktadnie jeden punkt przecigcia c12) = (cx, ¢y) (fatwo
go wyznaczy¢ z réwnania (x —a;)? + by = (x —a»)? + by). Funkcja f; ma mniejsze wartosci
od funkcji f> dla x < ¢y, natomiast dla x > ¢, sytuacja jest odwrotna. Zatem wykres funkcji g
zdefiniowanej jako minimum dwéch funkcji f; 1 f> sktada si¢ z fragmentu paraboli funkcji f;
potozonego na lewo od punktu c; » (czyli g(x) = fi(x) dla x < ¢) oraz z fragmentu paraboli
/2 potozonego na prawo od tego punktu (czyli g(x) = f>(x) dla x > ¢,). Latwo zauwazy¢, ze
funkcja g wyznaczona przez k funkcji f; (1 < i < k) sktada si¢ z co najwyzej k fragmentéw
paraboli (niektére parabole moga wcale nie wchodzi¢ w sktad wykresu g). Przyktad funkcji g
wyznaczonej przez rodzing czterech funkcji kwadratowych jest przedstawiony na rysunku 3).
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Rys. 31 Posta¢ poszukiwanej funkcji g wyznaczonej przez rodzing funkcji fi, f>, f31 fa

Zatézmy, ze mamy wyznaczong funkcje g = min(fi,/2,...,fx), gdzie
filx)=(x—a1)>+b1, o(x) = (x—a)?> +ba, ..., filx) = (x—ap)> + by a1 <ar < ... < a.
Funkcje g mozemy przedstawic jako ciag funkcji ja wyznaczajacych, przeplatanych punktami
przecigcia sasiednich funkcji — reprezentacje t¢ oznaczymy R(g):

R(g) = [fw1 ?C(WI,W2)7ﬁV2?C(W2,W3)? e aC(W/_|,w,)7fW1]

Przyktadowo, reprezentacja funkcji g z rysunku 3 wyglada nastgpujaco:

R(g) = [fla (272)7f3a (4'573'25)7f4]

Tak zapisana funkcj¢ g mozemy tatwo modyfikowaé dodajac kolejne funkcje z rodziny
f. Aby dodaé funkcje fir1(x) = (x —aj+1)? +bii1, gdzie a; < aj4 (dla uproszczenia
oznaczen zatézmy przez chwile, ze R(g) = [fi,¢12, f2, - - -, fi—1,¢i-1,, fi]), wystarczy usuwac
z reprezentacji R(g) od korica kolejne funkcje f; = f;, fi—1,... tak dtugo, dopdki punkt
przecigcia usuwanej funkcji f; z funkcja f;11 znajduje si¢ na lewo od punktu przecigcia f;
z funkcja f;_. Nastgpnie nalezy dodaé na koricu reprezentacji punkt przecigcia f; z f;1| oraz
funkcje fi+1.

Wyznaczenie reprezentacji funkcji g zdefiniowanej przez k funkcji z rodziny f zajmuje
czas O(k), gdyz kazda funkcja z rodziny f jest raz wstawiana do reprezentacji i co najwyzej
raz z niej usuwana (oczywiscie przy zatozeniu, ze funkcje z rodziny f mamy uporzadkowane
wedlug wartosci a;). Takze wyznaczenie wartosci funkcji g dla kolejnych argumentéw
1,2,...,k moze zosta¢ w prosty sposéb wykonane w czasie O(k) przy uzyciu jej reprezentacji
R(g).

Poprawne rozwigzanie

Rozpatrzmy teraz pole Bajtazara, ktérego wymiary wynosza w, x 1.  Zauwazmy,
ze zdefiniowana nizej funkcje f; mozemy interpretowac, jako kwadrat odleglosci od
odstraszacza stojacego na pozycji (i,1) (jesli tam jest jaki§ odstraszacz) dla wszystkich
pozycji (x, 1), gdzie 1 <x < wy,

fi0) = (x=1)*+ o1,
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o ile zdefiniujemy o; = 0, jesli na pozycji (i, 1) stoi odstraszacz, oraz o; = e w przeciwnym
wypadku.
Kwadrat odlegtosci pozycji (x,1) od najblizszego odstraszacza, to z kolei wartos¢ funkcji:

g(x) = min(f1<x)7f2(x)""afo<x>)'

Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze wartosci te dla argumentéw x = 1,2,... ,wy
potrafimy wyznaczy¢ w czasie O(wy).

Obliczenie wyniku w przypadku pola dwuwymiarowego nie wymaga juz duzo pracy.
Wystarczy najpierw dla kazdego wiersza pola Bajtazara wyznaczyé powyzsza metoda
odlegtosci od odstraszaczy znajdujacych si¢ w tym wierszu. W nastgpnym kroku
powtérzymy takie same obliczenia dla kolumn, wychodzac od warto$ci wyliczonych
w poprzednim kroku. Jesli dla pewnej kolumny wartosci wyliczone dla pozycji w niej
wystepujacych podczas pierwszego przebiegu beda réwne cy,c2, ..., ¢y, to rodzing funkcji
f definiujemy jako f; = (x —i)? +¢; (dla 1 <i < wy) i dalej:

g(x) = min(f1(x), f2(x),. .. ,fw)v)

Na rysunku 4 zaprezentowane jest dzialanie algorytmu na przyktadzie z tresci zadania.
Wyznaczenie odleglosci wszystkich pozycji na polu Bajtazara od odstraszaczy poprzez
wyznaczenie funkcji g jest realizowane w tacznym czasie O(wy - wy).

Powyzsza metoda z pewnoScig wymaga dowodu poprawnosci. Wezmy zatem dowolng
pozycje (px,py), dla ktérej najblizszy odstraszacz jest umieszczony na pozycji (ox,o0y).
W pierwszym kroku algorytmu, przetwarzajac wiersze pola, wyznaczymy dla pozycji
(Px,0y) warto$¢ (o, — px)? (gdyby wyznaczona warto$¢ byta mniejsza, to oznaczatoby to
istnienie blizszego pozycji (py,0,) odstraszacza w wierszu oy, ale taki odstraszacz bytby
blizszy pozycji (px, py) niz odstraszacz (ox,0y)). W drugim kroku, przetwarzajac kolumny,
dla pozycji (px,py) Wyznaczymy (na podstawie wartosci (or — py)? dla pozycji (py,o0y))
warto$¢ (ox — py)? + (0y — py)?, czyli faktycznie kwadrat odlegtosci migdzy pozycja (py, py)
a najblizszym odstraszaczem (znéw mniejszy wynik oznaczalby istnienie blizszego niz
(0x,0y) odstraszacza).

8 5 4 5 8

5 2 1 2| 5

(@) (b) ()

Rys. 4:  Proces wyznaczania odleglosci p6l od odstraszaczy. (a) Poczatkowe wartosci
(nieskoriczono$ci nie zostaly zaznaczone). (b) Wyznaczenie odleglosci od
odstraszaczy w wierszach. (¢) Wyznaczenie odleglosci od odstraszaczy
w kolumnach
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Zadanie bylo testowane na zestawie 20 danych testowych. Polowa testéow to testy
poprawnosciowe, majace na celu zweryfikowanie poprawnosci zastosowanych przez
zawodnikéw algorytmoéw. Reszta testow to testy poprawnosciowo-wydajnosciowe. Ponizsza
tabela zawiera listg testéw wraz z ich podstawowa charakterystyka — wymiarami pola w,
i wy oraz liczba odstraszaczy n:

Nazwa Wy Wy n Opis

zabl.in 4 4 3 | test poprawnoSciowy

zab2.in 10 10 6 | test poprawnosciowy

zab3.in 10 10 15 | test poprawnosciowy

zab4.in 50 10 20 | test poprawnosciowy

zab5.in 11 50 15 | test poprawnoSciowy

zabb.in 50 50 160 | test poprawnosciowy

zab7.in 50 50 199 | test poprawnosciowy

zab8.in 50 39 334 | test poprawnosciowy

zab9.in 50 50 350 | test poprawnos$ciowy

zab10.in 31 32 213 | test poprawnosciowy

zabll.in 400 400 120 | test wydajnoSciowo-poprawnosciowy
zabl2.in | 1000 200 100 | test wydajnosciowy

zabl3.in 200 | 1000 50 | test wydajnoSciowy

zabl4.in | 1000 | 400 | 20000 | test wydajnoSciowy

zabl5.in 800 200 200 | test wydajnoSciowy

zabl6.in | 1000 | 1000 23 | test wydajnoSciowo-poprawnosciowy
zabl7.in 999 999 10016 | test wydajnoSciowo-poprawnoSciowy
zabl8.in 999 999 | 76151 | test wydajnoSciowo-poprawnosciowy
zabl9.in | 1000 | 1000 | 50000 | test wydajnoSciowo-poprawnosciowy
zab20.in | 1000 | 1000 | 200003 | test wydajnoSciowo-poprawnosciowy

Ciekawostka

Gdyby rozpatrywaé poruszanie si¢ zaby w zadaniu w sposob ciagly (zaba nie wykonuje
skokéw, lecz przesuwa si¢ plynnie pomigdzy punktem startowym a docelowym), to zadanie
mozna by rozwiaza¢ w ztozonoS$ci O(n-logn), gdzie n jest liczba odstraszaczy. Rozwiazanie
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takie jest mozliwe dzigki zastosowaniu tzw. Diagraméw Voronoia (mozna przeczytaé o nich
wigcej w ksigzce [33] Iub [34]). Diagram taki mozna wyznaczy¢ dla dowolnego zbioru
n punktéw na plaszczyZnie Pi,...,P, i stanowi on podziat ptaszczyzny na n roztacznych
obszar6w o ksztalcie wielokatow wypuktych. Obszar zawierajacy punkt P; sktada si¢ ze
wszystkich takich punktéw plaszczyzny, ktérych odlegto$é od P; jest niewigksza od ich
odlegtosci od Py,...,Pi—1,Piy1,...,Py.

Rys. 5:  Przyktadowy Diagram Voronoia wyznaczony dla zbioru 12 punktéw.

Wyznaczenie Diagramu Voronoia jest mozliwe w czasie O(n - logn), jednak
implementacja algorytmu jest bardzo skomplikowana. Po wyznaczeniu diagramu mozna
potraktowaé go jako graf, w ktérym wierzchotkami sa punkty przecigcia odcinkéw diagramu,
natomiast krawedziami grafu — odcinki diagramu. Kazdej krawedzi nalezy przydzieli¢
wage rowna odlegtosci odpowiadajacego odcinka od najblizszego odstraszacza (jest to
zadanie proste, gdyz najblizszym punktem kazdego odcinka jest ten punkt, ktérego obszar
odcinek wyznacza), a nastgpnie postgpowaé podobnie, jak w drugiej fazie przedstawionego
wczesniej algorytmu — zastosowaé algorytm Dijkstry do wyznaczenia koficowego wyniku.
Jako poczatkowe (koricowe) wierzchotki dziatania algorytmu mozna przyja¢ na przyktad
wszystkie wierzchotki wielokata diagramu, w ktérym zawarta jest pozycja poczatkowa
(koficowa) ruchu zabki; uprzednio nalezy ustawi¢ wagi przypisane tym wierzchotkom,
wynikajace z konieczno$ci przejScia do nich z pozycji poczatkowej (koricowej). Diagram
Voronoia ma co najwyzej 2n — 5 wierzchotkéw i 3n — 6 krawedzi, zatem caty algorytm
(wliczajac czas konstrukcji diagramu oraz wykonania algorytmu Dijkstry) dziata w czasie
O(n-logn).

Niniejszy skrétowy opis stanowi tylko zarys algorytmu; po dowody przedstawionych
w nim faktéw i algorytm konstrukcji diagramu Voronoi odsytamy do wymienionej powyzej
literatury.
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Szkoly

W Bagtocji znajduje sie n szkol, z ktorych kazda ma przypisany numer m, 1 < m < n.
Poprzedni krol Bajtocji w ogdle nie zwracal uwagi na porzgdek w numeracji szkol, pozwalajgc
kazdej nowowybudowanej szkole wybraé dla siebie dowolny numer z przedziatu od 1 don. Przez
to w kraju mogto powstaé wiele szkdt o tym samym numerze, a niektore numery z przedziatu
od 1 do n mogly nie zosta¢ wykorzystane.

Nowy krol Bagtocji postanowil przywricié porzgdek i dokonac takiego przenumerowania
szkol, zZeby teraz kazdy numer byl wykorzystany dokladnie raz. Niestety nie jest to proste
zadanie, gdyz wiekszo$¢é szkol niechetnie poddalaby sie zmianie numeru.

Krol wystat swoich informatoréw do poszczegolnych szkot, aby dowiedzieli sie, na jok duzqg
zmiane numeru poszczegolne szkoly mogq sie zgodzié. Co wiecej, kazda szkola okreslila koszt ¢
dokonania zmiany swojego numeru o 1. Stqed calkowity koszt dokonania zmiany numeru danej
szkoly wynosi c-|lm —m’|, gdzie m oznacza stary, a m' nowy numer danej szkoly. Oczywiscie
liczba m' musi sie miesci¢ w podanym wczesniej przedziale tolerancji dla danej szkoly.

Krol — dostawszy wyzej opisane informacje — chcialby sie dowiedzied, czy jest mozliwy
do przywrécenia porzedek w numeracji szkél (zakladajgc przestrzeganie przedzialdw tolerancyi
wszystkich szkdl), a jezeli tak, to jaki jest minimalny koszt takiego przenumerowania. Dlatego
poprosit Ciebie — nadwornego informatyka — o podanie mu tej informacji na podstawie
danych o szkolach, ktore Ci dostarczyl.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia aktualne numery szkol w Bajtocji, ich przedzialy
tolerancji dotyczgce zmiany numeru oraz koszty zmiany numerdw poszczegolnych szkol
ol,

o sprawdzi, czy jest mozZliwe przenumerowanie szkdl spetniajgce wszystkie wymienione
wezesnie] warunki 1 jezeli tak — obliczy minimalny koszt takiej zmiany,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg n (1 < n < 200), oznaczajgcq
liczbe szkolt w Bagtocgi. W kolejnych n wierszach znajdujq sie opisy poszczegdlnych szkol.
Wiersz o numerze i +1 (1 <1i < n) zawiera cztery liczby calkowite m;, a;, b; oraz k;
(1 <a;<m;<b;<n, 1 <k <1 000), oddzielone pojedynczymi odstepami. Liczby te
oznaczajgce odpowiednio: aktualny numer i-tej szkoly, poczatek i koniec przedziatu tolerancyi
i-tej szkoly odnosnie zmiany numeru (jest to przedzial domkniety, czyli nowy numer i-tej
szkoly m§ musi spetniaé nierownosé a; < m; < b;) oraz koszt zamiany numeru i-tej szkoly o 1.
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Jezeli przenumerowanie szkol spetniajgce podane wyzej warunki jest mozliwe, program
powinien wypisaé jedng liczbe calkowitq k oznaczajgeq najmniejszy mozliwy koszt zmiany
numeracji. W przeciwnym przypadku na wyjSciu powinno zostaé wypisane stowo NIE.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
5

1123

1151

3255

415 10

3331

poprawnym wynikiem jest:
9

Rozwigzanie

Rozwigzanie wzorcowe

Skojarzenia

Sformulujmy zadanie w terminach teorii graféw. Grafem dwudzielnym nazywamy graf,
w ktérym wierzchotki mozna podzieli¢ na dwie roztaczne grupy, takie ze krawedzie
przebiegaja jedynie pomigdzy wierzchotkami z réznych grup. Kazdemu egzemplarzowi
naszego problemu odpowiada nastepujacy graf dwudzielny G = (V,E):

e V=SUN, gdzie S = {sy,...,s,} oraz N = {1,...,n} oznaczaja odpowiednio szkoty
oraz numery, ktére zamierzamy przypisaé szkotom.

e KrawedZz migdzy szkota s; oraz numerem k istnieje, jezeli dana szkota moze
zaakceptowac ten numer, czyli zachodzi a; < k < b;. Waga kazdej krawedzi jest koszt
odpowiedniego przypisania.

Skojarzeniem w grafie G nazywamy podzbiér M C E taki, ze zadne dwie krawedzie z M
nie maja wspdlnego wierzchotka. Dla kazdego podzbioru F C E okreSlimy wage F, jako
sumg wag krawedzi nalezacych do F — bedziemy ja oznaczaé waga(F). Zadanie sprowadza
si¢ zatem do znalezienia minimalnej wagi skojarzenia o rozmiarze n.

Niech M bedzie skojarzeniem w grafie G. Definiujemy graf skierowany D(G,M)
nastgpujaco:

e Wierzchotki i krawedzie w grafie D(G, M) sa takie same jak w grafie G, ale wszystkie
krawedzie grafu D(G, M) sa skierowane.
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e Jezeli w grafie G istnieje krawedZ o wadze w taczaca wierzcholki vi € Siv, € N oraz
krawedz ta nalezy do skojarzenia M, wéwczas w grafie D(G, M) jest ona zorientowana
z wierzcholtka v, do v i ma wage —w (ujemna!).

e Jezeli w grafie G istnieje krawedZ o wadze w taczaca wierzchotki vi € Si vy € N
oraz krawedZ ta nie nalezy do skojarzenia M, wéwczas w grafie D(G,M) jest ona
zorientowana z wierzchotka vy do v, i ma wage w.

Sciezkq rozszerzajacq w  grafie D(G,M) nazywamy S§ciezkg¢ rozpoczynajaca sig
w wierzchotku u € S i koniczaca si¢ w wierzchotku v € N taka, ze zaden z wierzchotkow
u, v nie jest pokrywany przez skojarzenie M.

Opis algorytmu

Przedstawimy teraz algorytm shuzacy do znajdowania skojarzenia maksymalnego rozmiaru
i posiadajacego minimalng wage.
Zdefiniujemy operator roznicy symetrycznej dla zbiorow:

AGB=(AUB)—(ANB)=(A—B)U(B—A).

Niech M oznacza puste skojarzenie. Przez dtugos¢ $ciezki bedziemy rozumie¢ sume wag jej
krawedzi.

Algorytm wykonuje co najwyzej n krokéw. W k-tym kroku obliczamy skojarzenie
M. (w sktad ktérego wchodzi k krawedzi) w nastgpujacy sposéb. Najpierw znajdujemy
najkrétsza Sciezke rozszerzajaca P, w grafie D(G,M;_1) (powrdcimy jeszcze do tego, jak to
zrobi¢). Wyznaczamy skojarzenie My = My_| & Py, czyli zaliczamy do M; krawedzie, ktére
naleza do Mj_; lub do P, ale nie do obu réwnocze$nie. Jezeli w ktérym$ momencie okaze
sig, ze Sciezka rozszerzajaca nie istnieje, oznacza to, ze szukane skojarzenie nie istnieje.

Nalezy jeszcze zwréci¢ uwage na jedna rzecz: w grafie z wagami, w ktérym niektére wagi
sa ujemne, moga istnie¢ dowolnie krétkie Sciezki. Zdarza si¢ to, gdy w grafie tym istnieje
cykl o ujemnej wadze. Wtedy pojecie ,,najkrétsza Sciezka” nie jest dobrze zdefiniowane.
Jednak w naszym zadaniu $ciezka rozszerzajaca nie moze przechodzi¢ 2 razy przez ten sam
wierzchotek, poniewaz wierzcholek ten musialby by¢ incydentny z dwiema krawedziami
skojarzenia, co jest niemozliwe.

Dlaczego to dziata?

Teraz musimy pokazaé, ze powyzszy algorytm zawsze znajduje skojarzenie o minimalne;j
wadze.

Przypusémy, ze w grafie G istnieje skojarzenie rozmiaru s < n. Skorzystamy z indukcji
matematycznej i pokazemy, ze dla kazdego k = 1,...,s algorytm znajdzie skojarzenie My
zawierajace k krawedzi oraz posiadajace minimalng wage sposréd wszystkich skojarzen
rozmiaru k.

Rozwazmy k-ty krok algorytmu. Z zalozenia indukcyjnego przyjmujemy, ze skojarzenie
Mj._1 znalezione w poprzednim kroku algorytmu posiada k — 1 krawedzi i ma ono minimalng
wage wsrdd skojarzeni o tej mocy.

Niech M}, bedzie skojarzeniem w G rozmiaru k o minimalnej wadze. Jak wyglada zbior
krawedzi My_; & M,? Sktada si¢ on wylacznie z cykli i Sciezek, gdyz stopiefi kazdego
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wierzchotka jest w nim niewigkszy niz 2. Dodatkowo, w kazdej ze $ciezek liczby krawedzi
ze zbioru M}, i My moga si¢ r6zni¢ co najwyzej o 1 (poniewaz wystepuja one na przemian).
Poniewaz zbiér M}, posiada o jedna krawedz wiecej niz My, zatem musi istnie¢ co najmniej
jedna Sciezka, w ktorej liczba krawedzi ze zbioru M, jest o 1 wigksza niz liczba krawedzi
z My_. Oznaczmy taka Sciezke przez P. Zauwazmy, ze M,’C @ P oraz My,_; PP sa
skojarzeniami, posiadajacymi odpowiednio k — 1 i k krawedzi.

Lemat 1 Krawedzie z M ,’< nienalezqce do P majq takq samq sume wag, jak krawedzie z My
nienalezqce do P. Inaczej mowiqc:

waga(M; \ P) = waga(My_1 \ P)

Dowéd Zatézmy, ze powyzsza teza nie zachodzi. Wtedy musi zachodzi¢ doktadnie jeden
z warunkow:

o waga(M; \ P) > waga(My_; \ P), zatem
waga(M; N P) > waga(My_ \ P)), korzystajac z roztacznosci zbioréw
waga((My—1 \ P)U (M, NP)) i dalej

)—
) >
waga M,’{) > waga(My—1 & P), co oznacza sprzeczno$é, gdyz M, jest skojarzeniem
licznosci k o minimalnej wadze

(

waga(M,

waga (M,
(

e rozwazajac analogicznie drugi przypadek otrzymujemy
waga(M; \ P) < waga(My_1 \ P), zatem
waga(M; \ P) < waga(My_1) —waga(My_; NP), co oznacza
waga((M}\ P)U (M1 NP)) < waga(My_1) i dalej

waga(M; & P) < waga(My_1), co doprowadza do sprzecznosci, gdyz My_; jest
skojarzeniem licznosci £ — 1 o minimalnej wadze

Teraz zauwazmy, ze P jest Sciezka rozszerzajaca w grafie D(G,My_1), a Z powyzszego
lematu wynika, ze dla wag krawedzi z grafu D(G,Mj_1) zachodzi réwnos$¢:
waga(M},) = waga(My_1) +waga(P) (jest to odpowiednio przeksztatcona posta¢ réwnosci
z lematu). W k-tym kroku algorytmu znajdujemy pewna S$ciezke rozszerzajaca —
oznaczmy ja Py, i przyjmujemy My = My_1 @ Py,. Poniewaz znaleziona Sciezka jest
najkrotsza Sciezka rozszerzajaca, zatem waga(Pug) < waga(P). Otrzymujemy wiec, ze
waga(My) = waga(My_1) +waga(Pug) < waga(My—1) + waga(P) = waga(M, ). Zatem M;
ma minimalna wagg sposréd wszystkich skojarzef rozmiaru k.

Implementacja

W zadaniu wystarczy zatem zaimplementowaé algorytm znajdowania najkrétszych Sciezek
rozszerzajacych w grafach postaci D(G,My). Poniewaz w tych grafach moga znajdowaé si¢
krawedzie z ujemnymi wagami, nie mozemy w tym celu postuzy¢ si¢ algorytmem Dijkstry.
Zamiast tego uzyjemy algorytmu Bellmana-Forda!, ktéry pozwala znaleZé najkrétsza sciezke

1Zobacz np. w: [18]
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rozszerzajaca w grafie z dowolnymi wagami, pod warunkiem, ze nie wystgpuja w nim cykle
o ujemnych wagach. SprawdZmy, czy nasz graf spetnia ten warunek.

Przypusémy, ze w grafie D(G,M;) wystgpuje cykl C o ujemnej wadze. Wowcezas
doktadnie potowa krawedzi tego cyklu nalezy do skojarzenia My. Poniewaz po modyfikacjach
wag w grafie D(G,M;) wszystkie krawedzie nalezace do skojarzenia maja wagi ujemne,
a pozostale krawedzie maja wagi dodatnie, zatem suma oryginalnych wag krawedzi
nalezacych do skojarzenia jest wigksza niz suma wag pozostatych krawedzi. Wtedy jednak
M @ C jest skojarzeniem rozmiaru k takim, ze waga(My ® C) < waga(My). Jednak to
nie moze zachodzi¢, poniewaz udowodniliSmy juz, ze My posiada minimalna wagg sposrod
wszystkich skojarzen rozmiaru k.

Zatem mozemy uzy¢ algorytmu Bellmana-Forda. Jego ztozonos¢ czasowa wynosi O(mn)
dla grafu z m krawedziami oraz n wierzcholkami. Poniewaz liczba krawedzi moze by¢ co
najwyzej rozmiaru O(n?), ztozonosé¢ algorytmu Bellmana-Forda to O(n?), zatem ztozonosé
czasowa catego algorytmu wynosi O(n*).

Aby znalezé $ciezke powigkszajaca w grafie D(G,M) musimy dodaé¢ do grafu dwa
dodatkowe wierzchotki. Jeden z nich bedziemy nazywali Zrédtem, a drugi ujsciem
(terminologia pochodzi z zagadnieri szukania maksymalnego przeptywu). Zrédto bedziemy
oznaczaé jako wierzchotek s, a ujscie jako wierzchotek . Do grafu D(G,M) dodajmy
nastgpujace krawedzie o wadze 0:

e pomiedzy wierzchotkiem s a kazdym wierzchotkiem v € S, jeSli wierzchotek v nie jest
incydentny z zadng krawedzia nalezaca do skojarzenia, to krawedZ jest skierowana
od wierzchotka s do wierzchotka v, w przeciwnym wypadku krawedz jest skierowana
w kierunku wierzcholka s,

e pomigdzy wierzchotkiem ¢, a kazdym wierzchotkiem v € N, jesli wierzchotek v nie
jest incydentny z zadng krawedzia nalezaca do skojarzenia, to krawedz jest skierowana
od wierzchotka v do wierzcholka ¢, w przeciwnym wypadku krawedZ jest skierowana
w kierunku wierzchotka v.

Rys. 1:  Przyktadowy graf ze skojarzeniem o licznosci 2

Powstaly graf bedziemy oznacza¢é D'(G,M). Nietrudno zauwazyé, ze Sciezka
powiekszajaca w grafie D(G,M) odpowiada Sciezce w grafie D'(G,M) prowadzacej od
wierzchotka s do wierzchotka ¢. Po znalezieniu kazdej nowej Sciezki powigkszajacej,
odwracamy znajdujace si¢ na niej krawedzie i zmieniamy ich wagi na przeciwne.
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Inne poprawne rozwigzania

Wiadomo, ze maksymalne skojarzenie w grafie moze zostaé znalezione za pomoca
algorytméw znajdujacych maksymalny przeptyw w sieci. Réwniez problem znajdowania
skojarzenia o minimalnej wadze sposréd wszystkich skojarzen danego rozmiaru moze zostaé
sprowadzony do znajdowania przeptywu o danym rozmiarze i minimalnym koszcie. Aby
rozwiazaé zadanie, mozna wigc zmodyfikowa¢ odpowiednio algorytm Forda-Fulkersona.
W ten sposéb otrzymamy algorytm o takiej samej ztozonosci czasowej (O(n*)) jak algorytm
WZOICOWY.

Szybsze rozwigzania

Istnieja réwniez szybsze algorytmy znajdowania skojarzenia o minimalnej wadze (jak
rowniez przeptywu o minimalnym koszcie). Mozemy zmodyfikowaé nasz algorytm, aby
do znajdowania najkrétszych Sciezek powigkszajacych uzywac algorytmu Dijkstry, zamiast
algorytmu Bellmana-Forda. Dzigki temu otrzymamy algorytm o ztozono$ci czasowej
O(n(m+n?)) = 0(n?).

Wiadomo, ze algorytm Dijkstry mozemy stosowaé tylko i wylacznie dla grafow
o nieujemnych wagach krawedzi (wymysSlenie przyktadu grafu z ujemnymi wagami
krawedzi, dla ktérego algorytm Dijkstry znajdzie niepoprawne rozwigzanie pozostawiamy
Czytelnikowi jako éwiczenie), a w grafie D'(G, M) krawedzie nalezace do skojarzenia moga
mieé ujemne wagi. Aby pokonaé t¢ trudno$¢ wprowadZzmy pojecie potencjalu. Potencjat
wierzchotka v bedziemy oznaczaé jako m(v). Dla kazdej krawedzi w grafie D'(G,M)
zdefiniujmy nowa wage wagda'(vi,v2) = waga(vy,v2) + T(vy) — n(v2). Zauwazmy, ze dla
kazdej Sciezki P z wierzchotka s do wierzchotka ¢ zachodzi:

wagd' (P) = waga(P) +t(s) — n(t),

czyli dla zadanego potencjalu wagi te réznig si¢ jedynie o staly sktadnik. Wynika z tego,
ze najkrétsza Sciezka powigkszajaca dla nowych wag jest réwniez najkrétsza Sciezka
powiekszajaca dla poprzednich kosztéw.

Mozemy sobie zadaé pytanie, co daje nam wprowadzenie potencjatu . Otz mozemy tak
dobrac jego wartoSci, aby nowe wagi byly zawsze nieujemne; w tym celu dla kazdej krawedzi
(v1,v2) musi zachodzic:

waga(vi,v2) +m(v) —n(v2) =0,

czyli

n(v2) < m(v1) +waga(vi,vz).

Zaobserwujmy, ze nieréwno$¢ te¢ spelnia (jako potencjal) funkcja odlegtosci od
wierzchotka s. Mozemy ten fakt wykorzystaé w nastgpujacy sposéb: poczatkowo
potencjat kazdego wierzchotka przyjmiemy réwny 0, podczas wyszukiwania nowej Sciezki
powigkszajacej bedziemy oblicza¢ odlegtos¢ kazdego wierzchotka od Zrédta s i podczas
wyszukiwania nastgpnej Sciezki powigkszajacej uzyjemy tych odlegtosci jako nowej funkcji
potencjatu. Nalezy sobie jeszcze zadaC pytanie, czy podczas odwracania krawedzi funkcja



Szkoty

potencjatu nie straci swoich wiasciwosci. Okazuje sig, ze kazda krawedz (vi,v;) lezaca na
najkrotszej ciezce powigkszajacej spetnia nastgpujaca réwnosé:

n(v2) = n(vi) +waga(vi,v2)

zatem zar6wno przed jak i po odwrdceniu tej krawedzi jej waga bedzie wynosi¢ 0. Zwrot
pozostatych krawedzi nie ulega zmianom. Ostatecznie nowe wagi wszystkich krawedzi beda
nieujemne, co pozwala nam na uzycie algorytmu Dijkstry do wyszukiwania najkrétszych
Sciezek powigkszajacych.

Testy

Zadanie testowane bylo na 15 zestawach danych testowych, ktére zawieraly tacznie
20 testow. W ponizszej tabeli n oznacza liczbe szkét w tescie, a k — przedziat w jakim
mieszcza si¢ wszystkie stopnie wierzchotkéw reprezentujacych szkoty w grafie (obrazuje to
gestos¢ grafu).

Nazwa n k Opis
szkla.in 3 1+2 | bardzo maty test z odpowiedzia NIE
szklb.in 10 210 | bardzo maty test

szk3.in 5 1+4 | testlosowy

szk4.in 16 1+15 | testlosowy

szkSa.in 12 1+12 | test losowy

szk5b.in | 200 1010 | tylko 10 dozwolonych numeréw szkot
szk7.in 15 1+3 | testlosowy

szk8.in 60 1+3 | testlosowy

szk9.in 120 1+2 | test losowy

szklOa.in | 30 130 | test losowy

szk10b.in 70 1020 | test losowy z odpowiedzig NIE
szkl12.in 100 1020 | test losowy

szkl3.in 200 2200 | test losowy

szkl4a.in | 200 | 200200 | graf pelny dwudzielny

szkl14b.in | 200 110 | testlosowy z odpowiedzia NIE
szk16.in 200 37200 | wszystkie szkoty maja ten sam numer poczatkowy
szkl7.in 200 1+10 | test losowy

szkl8a.in | 200 | 100+100 | test losowy
szkI8b.in | 200 | 199+199 | jeden numer nie jest dopuszczalny dla zadnej ze szkét

szk20.in 200 50+ 100 | graf o specyficznej strukturze

101



102 Szkoly



Zbigniew Czech Lukasz Kowalik

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap II, dzien prébny, 14.02.2006

Magazyn

Ulice w BajtomieScie tworzg prostopadlq siatke — prowadzq ze wschodu na zachdd lub
z potnocy na potudnie.  Ulice pétnoc-poludnie sqg ponumerowane od 1 do 500 000 000
w kolejnosci z zachodu na wschod. Podobnie ulice wschdd-zachdd sg ponumerowane od 1 do
500 000 000 w kolejnosci z poludnia na pétnoc. Kazda ulica polnoc-poludnie przecina kazdg
ulice wschod-zachod i odwrotnie, kazda ulica wschod-zachdd przecina kazdg pélnoc-poludnie.
Odlegltosé miedzy dwiema sgsiednimi ulicami polnoc-poludnie, a takze sqsiednimi ulicami
wschod-zachdd jest rowna jednemu kilometrows.

N W

1 2 3 4

W miescie znajduje sie k sklepow, a kazdy sklep jest potozony przy skrzyzowaniu ulic.
Kupiec Bajtazar dostarcza towary do kazdego z k sklepow, przy czym cze$é sklepow odwiedza
kilka razy dziennie. Bajtazar postanowit wybudowaé magazyn, z ktérego dostarczalby towary do
sklepow. Magazyn powinien byé poloZony przy skrzyzowaniu ulic. CieZaréwka dostarczajgca
towary w trakcie jednego kursu mozZe odwiedzié¢ tylko jeden sklep — wyjezdza z magazynu,
dostarcza towar do sklepu i wraca do magazynu. CieZaréwka zawsze jedzie najkrotszq trasq
z magazynu do sklepu i z powrotem. Odleglo$é migdzy punktami (x;,y;) i (x},y;) jest rowna

maz{|z; — 2|, lyi —yjl}-

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejScia opis rozmieszczenia sklepéw oraz ile razy dziemnie
towary sq¢ dostarczane do poszczegdlnych sklepow,

o wyznaczy takie poloZenie magazynu, Zeby tgczna odleglosé pokonywana przez ciezaréwke
kazdego dnia byla jak najmniejsza,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg n (1 <n < 100000 ),
oznaczajgceq liczbe sklepéw w Bajtomiescie.
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Kolejne n wierszy wejscia zawiera opisy sklepow. Wiersz i + 1-wszy zawiera trzy liczby
caltkowite x;, y; i t; (1 < xjy; < 500000000, 1 <t; < 1000000), oddzielone pojedynczymi
odstepami. Ten opis oznacza, ze i-ty sklep jest potozony na skrzyzZowaniu xi-tej ulicy potnoc-
potudnie i y;-tej ulicy wschod-zachod i ciezarowka codziennie dojezdza do tego sklepu t; razy.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjScia powinien zawieraé dwie liczby calkowite x, oraz ym,
oddzielone pojedynczym odstepem i opisujgce polozenie magazynu jako skrzyzowanie xp-tej
ulicy potnoc-potudnie i yy,-tej ulicy wschéd-zachod. Jezeli istnieje wiele poprawnych wynikdw,
Twaj program powinien wypisaé dowolny z nich.

Przyklad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
3 4 4
221
621
461
Ponizszy rysunek przedstawia sytuacje z przykladowego wejscia. Ponumerowane punkty
oznaczajq odpowiednie  sklepy. Punkt M oznacza optymalne polozZenie magazynu.
0 3
b)
4 o
3
2 1 2
1

Rozwigzanie

Analiza zadania

Niech § = {1,2,...,n} bedzie zbiorem sklepéw. Niech sklep i € S ma wspétrzedne (x;,y;)
i niech #; bedzie codzienng liczbg pobytéw Bajtazara w tym sklepie. Naszym zadaniem jest
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znalezienie punktu M = (xy7,yy), dla ktérego odlegtos¢ D,, pokonywana przez cigzar6wke
kazdego dnia jest jak najmniejsza:

Dm = Zti'dm(Mai)7

ieS

gdzie funkcja d,, (i, j) = max{|x; — x;|, |yi — y;|} okresla odlegtos¢ migdzy punktami i oraz j.
W og6lnym przypadku, do mierzenia odlegtosci stuza funkcje o wartosciach nieujemnych
zwane metrykami.

Definicja 1 Metryke definiujemy jako dowolna funkcje nieujemna d(i,j), opisujaca
odlegto$¢ migdzy punktami i oraz j. Metryka musi mie¢ nastgpujace wlasnosci:

e d(i,i)=0 oraz d(i,j) >0, jezeli i#j,
o d(i,j) =d(j,i),
o d(i,j) <d(i,k)+d(k,j), dla dowolnego punktu k.

Metryka z tresci zadania jest metrykq maksimum. Inna znana metryka jest metryka
miejska, zwana tez metrykq taksowkowq lub metrykq Manhattan, zdefiniowana wzorem
di(i,j) = |xi —xj| + |yi —yj|. Zauwazmy, ze nasze zadanie byloby prostsze, gdyby$my
zamiast metryki maksimum mogli uzy¢ metryki miejskiej. Mamy bowiem:

D, = Zli “di (M, i) = Zli (v = xil + ym —yil) = Zti' |xXar — xi +Zti “|yar =il
= = ics ics

Tak wigc, aby znalez¢ optymalne polozenie magazynu, mozemy osobno znalezZ¢ wspdtrzedna
xu, dla ktérej suma Y;cgf; - |xp — x;| jest minimalna, i osobno wspélrzedna yy, dla
ktérej minimalna jest sumay,cs#; - |yyw — yi|. Tym samym zadanie redukuje si¢ do
przypadku jednowymiarowego. W dalszym ciagu oméwimy metode rozwiazania przypadku
jednowymiarowego dla metryki miejskiej, a nastgpnie pokazemy, jak zastosowaé ja dla
metryki maksimum.

Przypadek jednowymiarowy

Niech Ty (x) (odpowiednio T(x)) bedzie taczng liczba pobytéw Bajtazara we wszystkich
sklepach i € S, dla ktérych zachodzi x; < x (odpowiednio x; > x) dla pewnej odcigtej x, tzn.:

TL(X)Z Z t; oraz TR()C)Z Z t;.

ieSixi<x ieS:xi>x

Rozwazmy funkcje kosztu c(x) = Y ;cgt; - |x — x;|. Latwo zauwazyé, ze dla dowolnej odcigtej
X mamy:
c(x+1) =c(x)+ Tp(x) — Tr(x).

Stad widaé, ze warto$¢ funkcji ¢ maleje przy przejSciu od x do x + 1, kiedy Tp,(x) < Tr(x),
i rosnie, kiedy Tp(x) > Tr(x). Poniewaz funkcja Tj, jest niemalejaca, a funkcja T —
nierosnaca, wigc znajdujac punkt x, w ktérym wystepuje najwigksza ,,réwnowaga” pomigdzy
warto$ciami 77 i Tg, znajdziemy miejsce, w ktérym koszt ¢ jest minimalny. Doktadniej,
jesli znajdziemy odcieta x;, dla ktérej Tp.(x;) = Tr(x;), to funkcja ¢ przyjmuje minimalng
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warto§¢ we wszystkich punktach przedziatu [x;, x;|, gdzie j jest kolejnym po i sklepem
w posortowanym ciagu. JeSli 7 i Tg nie sa sobie réwne w zadnym punkcie, a x; jest
minimalng wartoscia, dla ktérej Ty (x;) > Tr(x;), to x; jest jedyna odcieta, dla ktérej koszt
¢ jest minimalny.

Powyzsze spostrzezenia pozwalaja nam rozwigzaé przypadek jednowymiarowy w osi x
(i podobnie w osi y) w czasie O(nlogn), stosujac szybki algorytm sortowania, np. sortowanie
przez scalanie lub kopcowanie. Alternatywnie mozna zastosowac algorytmy wyznaczajace
mediang zbioru liczb, np. algorytm Hoare’a — mozna w ten sposéb uzyskac algorytm o
ztozonosci O(n).

Przypadek dwuwymiarowy

Skonstruujmy rozwigzanie dla przypadku dwuwymiarowego (nadal dla metryki miejskiej)
z rozwigzan obliczonych oddzielnie dla obu osi. Jak zauwazyliSmy, rozwiazaniem przypadku
jednowymiarowego jest albo jeden punkt, albo caty przedziat punktéw. Zbiér optymalnych
rozwigzan przypadku dwuwymiarowego to iloczyn kartezjaiski rozwiazan przypadkéw
jednowymiarowych. Ostatecznie w wyniku otrzymujemy wigc albo pojedynczy punkt, albo
odcinek, albo prostokat ztozony z rozwiazan optymalnych.

Zmiana metryki

Definicja 2 Dla danej metryki d, punktu i oraz nieujemnej liczby r, definiujemy kule
domknigtq B,(i) jako zbiér punktéw, znajdujacych sie w odlegtosci co najwyzej r od punktu i.
Punkt i nazywamy srodkiem, a r promieniem kuli B,(i).

Kula domknigta B, (i) w metryce maksimum to kwadrat o §rodku w punkcie i oraz dtugosci
boku 2r (rys. 1). Kula domknigeta B,(i) w metryce miejskiej to takze kwadrat o Srodku
w punkcie i, tyle ze obrécony o 45° i o dlugosci przekatnej 2r (rys. 2). Boki obréconego
kwadratu maja dlugos¢ %

r
7
r
Rys. 1:  Kula w metryce Rys.2: Kula w metryce
maksimum. miejskie;j.

Mozna zauwazy¢, ze kula w metryce maksimum, obrécona o 45° i przeskalowana przez
wspotczynnik % daje kulg o tym samym $rodku i promieniu, ale w metryce miejskiej. To
spostrzezenie jest pozyteczne wobec prawdziwosci nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1 Niech d; i d» bedq metrykami. JeZeli dla kazdego punktu i oraz promienia r,
kula o promieniu r oraz Srodku w punkcie i w metryce dy jest taka sama, jak kula o promieniu r
oraz Srodku w punkcie i w metryce dy, to te dwie metryki sq takie same. Oznacza to, ze
dy (i, ]) = da(i, j) dla kazdej pary punktow i, j.



Magazyn

Dowéd Niech B! (i) (odpowiednio B2 (i)) oznacza kulg o promieniu r oraz srodku w punkcie i
w metryce d; (odpowiednio d;). Niech i,j beda dowolnymi punktami. Przyjmijmy
r=dy(i,j). Wowczas j € B(i), a stad d>(i, j) < r. Zatézmy, ze da(i,j) < r. Wéwczas
zachodzi j € B}, i j)( ) To implikuje, ze r = d; (i, j) < da(i, j) < r, co daje sprzecznosé. Stad
ostatecznie d; (i, j) = [ |

Tak wigc zamiast uzywa¢ metryki maksimum dla danego zbioru punktéw S mozemy
dokona¢ obrotu tych punktéw o kat 45°, przeskalowaé przez wspéiczynnik % i uzywaé
metryki miejskiej. Z powyzszego twierdzenia wynika poprawnosc¢ tego postgpowania; aby je
lepiej zrozumieé, przeprowadzimy jeszcze dowdd niekorzystajacy z ogélnych wtasnosci kul
w réznych metrykach. Dowolny punkt o wspdtrzednych (x,y) obrécony o kat 45° wokét
punktu (0,0) ma wspétrzedne (=2 fy x}’) Jezeli dodatkowo przeskalujemy wspotrzedne
przez wspoltczynnik \iﬁ, to otrzymamy punkt (5, %32). Niech A = (x4,y4) i B = (x5,y5)
beda dowolnymi punktami. Oznaczmy a = x4 —xp oraz b = y4 — yp. Po obrocie
i przeskalowaniu otrzymujemy punkty A’ = (424 504 j pf — (2828 XBHVB) Wwezas
odlegto$¢ w metryce miejskiej jest rowna

XA —YA—XB+YB
2

XA+ya—xp—yp| |a—b|+|a+D]

A" B') = =
dt( ) ) 2 2

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac 7ze a > 0 (w przeciwnym razie punkty mozemy
zamienié). Zatézmy, ze (A B)=aid(A",B) =1t — g Stad
dn(A,B) = d;(A',B'). Zalozmy teraz, ze |a| < |b|. Wéwczas dy,(A,B) = |b| Jezeli b > 0,
to di(A',B') = =HEHath — p — |p|. Jezeli za$ b < 0, to d,(A',B) = =254 = —p = |b].
Ponownie mamy d,,(A,B) = d,;(A’,B).

Rozwigzania zadania

Rozwiazanie wzorcowe

Opierajac si¢ na powyzszych rozwazaniach mozna zaproponowaé nastgpujace rozwigzanie
zadania. Najpierw obracamy i przeskalowujemy wspéirzedne wszystkich sklepéw. Zamiast
uzywac wspotczynnika przeskalowania \1[ uzywamy wspétczynnika — ik Wéwcezas punkt

o wspétrzednych (x,y) zostaje przeksztatcony do punktu o wspétrzednych (x —y,x + y).
Otrzymane wspélrzedne sa liczbami calkowitymi, co upraszcza obliczenia. Dwa punkty
potozone w odleglodci d od siebie w metryce maksimum, po przeksztalceniu znajduja si¢
w odlegtosci 2d w metryce miejskiej. Mimo ze wszystkie odlegloSci zostaty podwojone,
optymalne potozenie magazynu w metryce miejskiej odpowiada optymalnemu potozeniu
w metryce maksimum.

Po wykonaniu przeksztalcenia otrzymujemy jak gdyby nowe miasto, w ktérym odlegtos¢
miedzy dowolnymi dwoma réwnoleglymi sasiednimi ulicami jest réwna dwa kilometry.
Nazwijmy to miasto Nowym Bajtomiastem. W Nowym Bajtomiescie znajdujemy najlepsze
polozenie magazynu w metryce miejskie;j.

Po uzyskaniu optymalnego potozenia magazynu (x,y) w Nowym Bajtomiescie,
przeksztalcamy je do punktu o wspétrzgdnych (%, ¥5=) w Bajtomiescie. Jezeli wspStrzedne
X 1y sa obie parzyste lub obie nieparzyste, to otrzymujemy punkt polozony na skrzyzowaniu
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w Bajtomiescie bedacy poszukiwanym rozwigzaniem. W przeciwnym razie otrzymujemy
punkt w Srodku kwadratu utworzonego przez 4 ulice i 4 skrzyzowania. W takim przypadku
jako rozwiazanie zadania wybieramy najlepsze z tych czterech skrzyzowan. Dokonujac
wyboru nie trzeba liczy¢ kosztu dostarczenia towaru dla magazynu potozonego w kazdym
z tych czterech skrzyzowan. Wystarczy obliczy¢é wzrost kosztu dostawy zaktadajac

przemieszc;enie magazynu z punktu (%7 );x) do kazdego z tych skrzy.iov.var'l.
Uzasadnimy, ze takie postgpowanie jest poprawne. Oczywiscie nasze cztery
skrzyzowania w Bajtomiescie odpowiadaja czterem

skrzyzowaniom, sgsiadujacym z punktem (x,y) w Nowym Bajtomiescie, tzn. skrzyzowaniom
(x+ Ly),(x,y+1),(x = 1,y),(x,y — 1). Jezeli zbiér optymalnych potozeii magazynu
w Nowym Bajtomiescie nie jest pojedynczym punktem, to jedno z tych sasiednich
skrzyzowar jest takze optymalnym potozeniem magazynu. Tym samym odpowiadajace
mu skrzyzowanie w Bajtomiescie jest optymalne. Jesli optymalne polozenie magazynu
w Nowym Bajtomiescie, so = (x,y), jest pojedynczym punktem, to oczywiscie, aby uzyskaé
réwnie dobry koszt rozwiazania w Bajtomiescie, musieliby$my postawi¢ magazyn pomigdzy
sasiednimi ulicami — tego nam jednak nie wolno. Pokazemy, ze wybrana lokalizacja
odpowiada drugiemu co do jako$ci rozwigzaniu z Nowego Bajtomiasta, a wigc najlepszemu
mozliwemu w BajtomieScie. Wystarczy pokazaé, ze ten ,,vicelider” jest wsrdd skrzyzowan
()C+ 17y)7 (x,y+ 1)) ()C— 17y)v (X’y_ 1)

Zatozmy, ze s jest poszukiwanym potozeniem vicelidera (czyli jest pewnym
skrzyzowaniem w Nowym Bajtomiescie). Oczywiscie najkrétsza droga z sg do s przechodzi
przez jedno z czterech sasiadujacych z sy skrzyzowan. Przemieszczenie magazynu od s
wzdluz tej drogi w kierunku so powoduje, ze taczny koszt dostarczenia towaréw pozostaje
ten sam lub maleje (wynika to stad, ze w ten sposéb w kazdym wymiarze nie oddalamy
si¢ od potozenia sgp). A zatem przyjmujac jako nowe potozenie magazynu odpowiedniego
sasiada s zamiast s uzyskujemy rozwiazanie niegorsze niz w przypadku s.

Implementacja rozwigzania wzorcowego znajduje si¢ na dysku dotaczonym do ksigzeczki
w plikach mag. cpp, magl.cpp oraz mag2.pas.

Inne rozwigzania

Jednym z prostych sposobéw rozwiazania zadania jest obliczenie kosztu dostarczenia towaru
dla wszystkich mozliwych potozen magazynu i wybranie najlepszego potozenia. Program
dzialajacy wedlug tego sposobu zawarty jest w pliku mags0. cpp.

Inna mozliwo$¢ wynika z obserwacji, iz funkcja kosztu osiaga w punkcie optymalnym swoje
minima zaréwno w osi x, jak i y. Wybieramy wigc dowolnie punkt siatki s jako potozenie
magazynu i obliczamy dla niego warto$¢ funkcji kosztu. Nastepnie obliczamy koszty
dla wszystkich skrzyzowan sasiednich z punktem s, wiaczajac skrzyzowania sasiadujace
z punktem s po przekatnych. Jesli istnieje sasiednie skrzyzowanie o mniejszej w stosunku
do s wartosci kosztu, to przemieszczamy magazyn do tego skrzyzowania (nowe s)
i kontynuujemy postgpowanie. JeSli skrzyzowanie sasiednie o mniejszej wartosci kosztu
nie istnieje, to znaczy, ze osiagneliSmy optimum. Program skonstruowany zgodnie z takim
postepowaniem zawarty jest w pliku mags1.cpp.
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Rozwigzania bledne

Jak wskazano powyzej, jednym z mozliwych rozwiazan jest poszukiwanie optimum przez
badanie sasiadow biezacego punktu s i przemieszczanie magazynu do punktu sasiedniego
o najmniejszym koszcie. W pliku magb0. cpp zawarty jest program, w ktérym uwzglednia si¢
jedynie sasiadoéw lezacych wzdtuz osi x i y, tzn. pomija si¢ sasiadéw lezacych po przekatnych.

Prowadzi to do btednych wynikéw dla niektérych danych testowych.

Zrédtem zlych rozwiazan moga byé takze bledy arytmetyki zmiennopozycyjnej, jesli

stosuje si¢ typy float lub real (plik magbl.cpp).

Testy

Zadanie testowane bylo na zestawie 15 danych testowych.

Nazwa n Opis

magl.in 3 | prosty test poprawnosciowy

mag2.in 5 | prosty test sprawdzajacy poprawnos¢

mag3.in 10 | wspétrzedne sklepéw to (x,x) dlax=1,..., 10
mag4.in 100 | wszystkie sklepy potozone w dwdch rogach kwadratu
mag3.in 100 | test losowy, sklepy potozone na brzegach
mago6.in 100 | test losowy

mag’7.in 100 | test losowy, sklepy potozone na brzegach
mag8.in 200 | test losowy

mag9.in 30000 | test losowy, sklepy potozone na brzegach
magl0.in | 70000 | test losowy, sklepy potozone na brzegach
magll.in | 70000 | testlosowy

magl2.in | 90000 | testlosowy

magl3.in | 100000 | test losowy

magl4.in | 100000 | test losowy

magl5.in | 100000 | test losowy
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Metro

W pewnym mieScie od diugiego czasu zmagano sie z budowqg metra.  Przy tym Zle
gospodarowano $rodkami, nie doszacowano kosztow budowy i zapommniano przewidzieé
pienigdze na zakup pociggow. W rezultacie zbudowano wiele stacji, ale wydrgzono tylko
czes¢ zaplanowanych tuneli — ledwie wystarczajgeych do tego, Zeby pomiedzy kazdymi dwiema
stacjami istniata mozliwo$¢ przejazdu. Liczba tuneli jest o 1 mniejsza od liczby zbudowanych
stacyi, ponadto wszystkie tunele sq dwukierunkowe. Za pozostale Srodki udato sie kupi¢ zaledwie
kilka pociggow.

Chege ratowaé twarz, dyrekcja metra zwrocita sie do Ciebie z prosbg o opracowanie tras
pociggow w taki sposob, by mozliwie najwiecej stacji znalazlo sie na trasach linii metra. Kazdy
pocigg musi jeZdzi¢ po ustalonej trasie. Trasy muszq byé proste, tzn. nie mogq sie rozgaleziad
(Zadne trzy tunele zbiegajgce si¢ na jednej stacji nie mogq jednoczeSnie lezed na tej samej
trasie). Kilka tras moze natomiast przebiegaé przez te samq stacje lub ten sam tunel.

Zadanie
Zadanie polega na napisaniu programu, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis sieci tuneli oraz liczbe tras pociggow metra, ktore
nalezy zaplanowad;

o obliczy maksymalng liczbe stacji, jakie mogq sie znaleZé na wymaganej liczbie tras metra;

® zapisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia zapisane sq dwie liczby calkowite n i 1 (2 < n < 1000000,
0 <1< n) oddzielone pojedynczym odstepem. Liczba n to liczba stacji, a | to liczba tras
pociggow, ktore nalezy zaplanowaé. Stacje sq ponumerowane od 1 do n.

W kazdym z kolejnych n— 1 wierszy znajdujq sie po dwie rézne liczby calkowite oddzielone
pojedynczym odstepem. Liczby 1 < a;,b; <n znajdujgce sie w i + 1-szym wierszu s¢ numerami
stacji polgczonych przez i-ty tunel.

Wyjscie

W' pierwszym i jedynym wierszu wyjscia nalezy zapisaé jedng liczbe calkowitq réwna
maksymalnej liczbie stacji, jakie mogq znaleZ¢ sie na trasach pociggow.
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Przyklad

Dla danych wejsciowych:
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z optymalnych ukladow.

Rozwigzanie

Rozwigzanie

Oczywiscie sieé tuneli tworzy drzewo!. Naszym zadaniem jest znalezienie jego optymalnego
(zawierajacego maksymalng liczbg wierzchotkow) podgrafu, ktéry mozna zbudowaé z [
Sciezek. Zauwazmy, ze mozemy ograniczy¢ si¢ do poszukiwania poddrzewa o tej wlasnosci.
Wynika to stad, ze jesli mamy rozwiazanie optymalne, ktére nie jest spdjnym podgrafem
drzewa tuneli, to potrafimy je tatwo do takiej postaci przeksztalci¢, nie zmniejszajac
liczby stacji obstugiwanych przez metro. Wystarczy splata¢ po dwie trasy tak, jak jest to
przedstawione na rysunku 1, az do uzyskania sp6jnosci grafu.

A zatem w n wierzchotkowym drzewie mamy znalez¢ maksymalnie liczne poddrzewo,
ktére mozna pokry¢ siecia / linii metra. Wydaje si¢ intuicyjnym, ze takie pokrycie jest
mozliwe w przypadku kazdego poddrzewa o 2[ liSciach — aby si¢ o tym przekonad,
wykazemy nastgpujace

Twierdzenie 1 (Zasadnicze Twierdzenie o Budowie Metra) Kazde drzewo o co najwyzej
21 lisciach da sig pokryé | liniami metra.

1Jest to wniosek z powszechnie znanej charakteryzacji drzewa jako spéjnego grafu, w ktérym liczba krawedzi
jest o 1 mniejsza od liczby wierzchotkéw.
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Rys. 1:  Splecenie $ciezek

Dowéd Na poczatek przyjmijmy definicj¢: skrzyzowaniem nazywamy kazdy wezet drzewa
majacy co najmniej trzech sasiadow.

Aby udowodni¢ twierdzenie postuzymy si¢ indukcja ze wzgledu na liczbe lisci w drzewie.

Jesli sa w nim co najwyzej dwa liScie, twierdzenie jest oczywiScie prawdziwe.
W przeciwnym przypadku w drzewie wystepuje przynajmniej jedno skrzyzowanie.

Jesli jest ono tylko jedno, to drzewo ma posta¢ gwiazdy: nie wigcej niz 2/ Sciezek
rozchodzi si¢ promieniScie z jednego wezta. W takiej sytuacji / linii metra niewatpliwie
wystarczy.

Gdy z kolei w drzewie sa co najmniej dwa skrzyzowania, jedna z linii metra zaplanujmy
tak, by zawierata dwa liscie i przynajmniej dwa skrzyzowania. Zmodyfikujmy tez drzewo
poprzez wyrzucenie z niego kawalkéw linii metra, taczacych liScie wybrane do linii
z najblizszymi im skrzyzowaniami (w ten sposéb usuwamy czgs$¢ wierzchotkéw i krawedzi,
ktére na pewno zostaja pokryte przez wybrana lini¢ metra).

W efekcie liczba lisci zmniejszyta sig¢ o dwa (w miejscu skrzyzowan nie powstaty liscie!),
co pozwala zastosowaé zatozenie indukcyjne. |

Tym samym zadanie sprowadza si¢ do znalezienia maksymalnie licznego poddrzewa
o co najwyzej 2/ lisciach w danym n wierzchotkowym drzewie.

Rozwiagzanie autorskie

Poniewaz wybér podzbioru lici drzewa jednoznacznie okresla pewne jego poddrzewo,
aby znalez¢ zadane poddrzewo mozemy wybra¢ jeden jego 1i$¢, a nastgpnie dobrad
2] — 1 kolejnych liSci. RoOéwnowaznie mozemy mySle¢ o dobraniu 2/ — 1 Sciezek,
prowadzacych do lisci i odchodzacych od juz wybranego fragmentu poddrzewa (poczatkowo
jest nim wybrany 1iS¢, a pdzniej takze wszystkie wezty lezace na dobranych Sciezkach).

Kazda Sciezkg w drzewie, ktérej jedynym wezitem nalezacym do wybranego poddrzewa
jest jej koniec, bedziemy dalej nazywaé odrostem tego poddrzewa.

W przypadku, gdy / = 1, wystarczy znalez¢ najdtuzsza $ciezke odchodzaca od wybranego
liScia, z tym, ze wczeSniej jako startowy li§¢ trzeba wybraé koniec pewnej sposréd
najdtuzszych Sciezek w drzewie.

Okazuje sig, ze tg¢ metodg mozna zastosowac takze dla / > 1 i poprawny jest nastgpujacy
algorytm:

1: S := {koniec pewnej najdiuzszej Sciezki w drzewie};
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2. for i := 1 to min(|{liScie}|—1,2/—1) do
3: S := SU{najdluzszy odrost poddrzewa S};
4: return S;

Aby przekonaé si¢ o poprawnosci powyzszej metody rozwazmy dwa uklady linii metra
w naszym drzewie: niech P, bedzie uktadem stworzonym przez algorytm, za$ P pewnym
uktadem optymalnym, przy czym uktady bedziemy utozsamiaé ze zbiorami ich weztéw.

Niech O begdzie pierwszym w kolejnosci odrostem wybranym przez algorytm takim, ze
O¢gP:

e jesli ONP =0, to dowolng Sciezke O' w uktadzie P, taczaca liS¢ z najblizszym mu
skrzyzowaniem w P, ktéra nie jest zawarta w Py, mozna zastapi¢ odrostem O — taka
$ciezka istnieje, bo P jest optymalny i rézny od Py, Wiec P ¢ Pyj,. Z definicji O jako
najdtuzszego odrostu mamy |O| > |0’

)

e jesli ONP # 0, to istnieje ostatni w strong liScia O wezet, wspdlny dla O i P.
Wéwczas dowolng wychodzaca z tego wezta Sciezke nalezaca do P mozna zastapic
przez odpowiedni fragment odrostu O. Z definicji O fragment ten nie jest krotszy niz
owa Sciezka.

W obu przypadkach znalezliSmy inne rozwiazanie optymalne P’, kt6re zawiera odrost O
oraz wszystkie odrosty wczesniej znalezione przez algorytm.

Po co najwyzej 2/ — 1 krokach powyzszego rozumowania znajdziemy rozwigzanie
optymalne P,,, zawierajace wszystkie odrosty, czyli takie, ze Py, C P,p. Poniewaz
rozwigzanie to zawiera wszystkie liScie danego drzewa zawarte w Py, a Py, zawiera
maksymalng mozliwa liczbe liSci, wiec Pyg = Popr.

Szczegoly implementacyjne

Pozostaje tylko wspomnie¢ o tym, jak znalez¢ koniec ktdrejs z najdtuzszych Sciezek oraz jak
znajdowaé najdhuzsze odrosty.

Z pierwszym z zadai mozna uporal si¢ za pomoca przeszukiwania w glab. Dla
ustalenia uwagi wybierzmy dowolny wierzchotek drzewa i nazwijmy go korzeniem drzewa.
W drzewie ukorzenionym mozemy dla kazdego wezla zdefiniowaé jego wysoko$¢ — jest to
wysoko$¢ poddrzewa, ktérego ten wezet jest korzeniem. Dla kazdego wezla v o wysokosci A
istnieje Sciezka tej dlugosci taczaca v z jednym z liSci jego poddrzewa — Sciezke t¢ nazwiemy
pniem w poddrzewie wierzchotka v. Najdtuzsza $ciezka w drzewie:

e albo w catosci jest zawarta w ktéryms z poddrzew korzenia (rys. 2a);

e albo jest zbudowana z korzenia i z pni dwdéch poddrzew korzenia o najwigkszej
wysokos$ci, ewentualnie jednego pnia, jesli korzert ma tylko jedno poddrzewo (rys. 2b).

a) b)

/A

Rys. 2:  Potozenia najdtuzszej Sciezki wzgledem korzenia drzewa
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Z kolei znajdowanie najdtuzszych odrostéw mozna sprowadzi¢ do wybierania weztow
o najwigkszej wysokosci — najdluzszy odrost to piefi niewybranego dotychczas do metra
wezta o najwigkszej wysokoSci wraz z krawedzig laczaca ten wezet z pokrytym juz
fragmentem metra.

Poczynione powyzej spostrzezenia prowadza do nastgpujacego algorytmu:

= {koniec pewnej najdtuzszej Sciezki w drzewie};

ukorzenn drzewo w wybranym liSciu;
wyznacz wysokosSci wszystkich weztéw oraz pien dla kazdego z nich;
Kol := {sasiad wybranego liscia};
for i := 1 to min(|{liScie}| — 1,2/ —1) do begin

v element Kol o najwigkszej wysokosci;

S = SU{pieri dla wezta v};

Kol = KolU {sasiedzi weztéw z pnia wezta v} — {v};
end;
10: return S;

Ll S

© ® 32

Wykorzystujac kopiec do reprezentacji kolejki priorytetowej Kol, mozna otrzymaé
implementacje powyzszego algorytmu, dziatajaca w czasie O(nlogn).

Mozna jednak wyznaczone wysokoSci posortowaé zawczasu w czasie liniowym za
pomoca sortowania kubetkowego, a nastgpnie przejrzeé¢ wezly w kolejnosci malejacych
wysokosci, co prowadzi do ponizszego rozwigzania liniowego.

1: = {koniec pewnej najdtuzszej Sciezki w drzewie};

2: ukorzen drzewo w wybranym liSciu;

3: wyznacz wysokosci wszystkich weztéw oraz pieri dla kazdego z nich;
4: posortuj wezty wzgledem ich wysokosci;

5. ile_lisci == 1;

6: while ile_lisci<min(|{liScie}|,2]) do begin

7: = kolejny wezet w kolejnosci malejacych wysokosci;
8: if ve S then continue;

9: = SU{pient wezta v};

10: ile_lisci = ile_lisci +1;

11: end;

12: return S;

Zaprezentowany powyzej algorytm byt podstawa dla rozwiazania, ktére przyjeto jako
wzorcowe podczas zawodow drugiego etapu: jego kod znajduje si¢ w plikach met . cpp oraz
metl.pas.

Rozwiagzanie wzorcowe

Zaprezentujemy teraz rozwigzanie, ktére nie zostalo wybrane jako wzorcowe na czas
drugiego etapu Olimpiady tylko dlatego, iz nie byto ono wtedy znane twdrcy niniejszego
opracowania. Ze wzgledu jednak na swoja elegancje i prostotg, zastuguje na miano
rozwigzania wzorcowego.
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Definicja 1 Na poczatek przyjmijmy nastgpujaca definicje warstwy:
e liscie drzewa tworza warstwe pierwsza;

e wezly z nieokreslonej jeszcze warstwy, ktérych wszyscy sasiedzi, précz co najwyzej
jednego, naleza do warstw o numerach < j — 1, tworzg warstwe numer j.

Podamy teraz dwa proste fakty o warstwach.

Fakt 1 Sciezki wychodzace z kazdego wezta, w prawie kazdym kierunku (précz byé moze
jednego) sa malejace w sensie numerdéw warstw ich weziow.

Fakt 2 Z kazdego wezta warstwy j wychodzi malejaca (w powyzszym sensie) Sciezka
dtugosci j.

Fakt 1 wynika z tego, ze dla kazdego wezla co najwyzej jeden sasiad nie nalezy do
warstwy o nizszym numerze. Fakt 2 za$ z tego, ze kazdy wezel wewnetrzny ma sasiada,
ktéry nalezy do warstwy o numerze o jeden mniejszym.

Zauwazmy, ze na kazdej linii metra sg co najwyzej 2 wezly z kazdej warstwy: gdyby
bowiem znalazly si¢ trzy wezly z jednej warstwy, otrzymalibySmy sprzeczno$¢ z faktem 1
dla tego z weztéw, ktéry znajduje si¢ pomigdzy pozostalymi dwoma. Tym samym liczba
stacji obstugiwanych przez [ linii metra jest niewigksza niz

Z min(21,|{warstwa nr j}|).
j=1

Okazuje sig, ze szukana maksymalna liczba obstugiwanych stacji jest rOwna tej sumie.

Podobnie jak w przypadku rozwiazania autorskiego, gléwna trudnos$¢ stanowi pokazanie
poprawnosci proponowanego rozwiazania.

Jesli liczba lisci drzewa jest < 2/, to na mocy Zasadniczego Twierdzenia o Budowie
Metra mozna zaproponowaé uktad linii, pokrywajacy cate drzewo, czyli podany wzdr jest
poprawny.

Zatézmy teraz, ze liczba lisci jest wigksza niz 2/. Niech i bedzie najmniejszym numerem
warstwy o mocy < 2[:

e kazdemu wezlowi warstwy i-tej przypiszmy jeden wezet z warstwy (i — 1)-szej;

e z pozostatych wezléw warstwy (i — 1)-szej wybierzmy dowolne tak, by razem wybraé
z tej warstwy 2/ weziéw.

Na mocy faktu 2 wybranym weztom z (i — 1)-szej warstwy odpowiadaja parami roztaczne
Sciezki dtugosci (i — 1). Razem z elementami warstw o numerach > i tworza one poddrzewo
o 2! liSciach, ktére na mocy Zasadniczego Twierdzenia o Budowie Metra mozna pokry¢
[ liniami. Z drugiej strony liczba wezléw tego drzewa jest rOwna ograniczeniu gérnemu,
okre§lonemu przez wzoér, co dowodzi poprawnosci proponowanego algorytmu.

A oto jego pseudokod:

1: wynik = 0;
2. warstwa = {liscie};
3: while warstwa # 0 do begin
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wynik = wynik + min(2l,warstwa);

5 nowa_warstwa = 0;

6 for v € warstwa do begin

7: w := nieodwiedzony jeszcze sasiad v;
8 w.ilu_sqsiadow = w.ilu_sqsiadow—1,
9 if w.ilu_sqsiadéow =1 then

10: nowa_warstwa = nowa_warstwaU{w};
11: end

12: warstwa = nowa_warstwa,

13: end;

14: return wynik;

O wyzszosci rozwiazania wzorcowego nad autorskim

Przedstawione powyzej rozumowanie powstalo z inspiracji rozwigzaniami stworzonymi
w czasie zawodéw przez niektérych olimpijczykdw.

Dzigki swojej prostocie pozwala ono na stworzenie bardzo szybkiego programu:
najszybsze rozwiazanie stworzone przez zawodnikow bylo implementacja wlasnie tego
algorytmu i bylo szybsze od implementacji rozwigzania autorskiego.

Kolejna widoczng jego zaleta jest duzo mniejsze zapotrzebowanie na pamigé, gdyz nie
ma konieczno$ci wykonywania pamigciozernego rekurencyjnego przeszukiwania w giab,
potrzebnego dla znalezienia pierwszego wezla.

Dla przyktadu, w zapisanej w pliku met3.cpp implementacji algorytmu wzorcowego
sa wykorzystane zaledwie trzy n-elementowe tablice liczb 32-bitowych i kilka zmiennych.
Dzigki trickowemu okreslaniu nieodwiedzonego sasiada wezta v jest ona istotnie szybsza
zaréwno od implementacji rozwigzania autorskiego, jak i od rozwiazan zawodnikéw.

Inne rozwigzania

Majac w pamigci opisane powyzej rozwigzania, mozna dostrzec przynajmniej dwie
kategorie ,,innych rozwiazai”: mniej efektywne implementacje poprawnych algorytméw

oraz niepoprawne heurystyki, bedace jedynie ich przyblizeniami.

Rozwiazania mniej efektywne

Do tej grupy mozemy zaliczy¢ implementacj¢ rozwiazania autorskiego, wykorzystujaca
kolejke priorytetowa — odpowiedni program jest zapisany w pliku met2.c. Rozwigzanie
to dziata w czasie O(nlogn).

Inne rozwiazanie o nieoptymalnej zlozono$ci zapisane jest w pliku metsl.cpp.
W programie tym postuzono si¢ wielokrotnym przeszukiwaniem wszerz w celu znalezienia
najdtuzszej sciezki w drzewie, co zaowocowato algorytmem dziatajacym w czasie O(n?).
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Rozwigzania niepoprawne

Przyktadem rozwiazania niepoprawnego moze by¢ prosta heurystyka zakladajaca, ze
wszystkie wezty wewngtrzne zostang pokryte przez linie metra. Przypuszczenie to prowadzi
do formuly [{wezly wewnetrzne}| + min(2/, [{liScie}|), ktéra wykazuje nieprzypadkowe

podobieristwo do wzoru opisujacego rozwigzanie wzorcowe.
Oprécz tego istnieje zapewne wiele innych rozwiazafi niepoprawnych,
poszukiwanie nie wydaje si¢ by¢ wartoSciowa forma spgdzania czasu.

poprzestaniemy na tym jednym.

Testy

Do oceny rozwiazan zawodnikéw uzyto nastgpujacego zestawu testow:

ale ich

Dlatego tez

Nazwa n 1 | wynik

metla.in 15 2 11
metlb.in 15 3 13
metlc.in 2 2 2
metld.in 19 2 12
met2a.in 13 3 13
met2b.in 2 0 0
met2c.in 16 2 13
met3.in 15 2 13
metda.in | 2821 | 600 2610
met4b.in | 5656 | 704 4230

Nazwa n 1 wynik

metSa.in 33375 240 31616
met5Sb.in 70023 9996 55099
metb6a.in 52500 1400 52341
met6b.in 119008 | 14101 86156
met7.in 200000 | 47000 193969
met8a.in 315001 | 70000 | 297228
met8b.in 874641 | 123456 | 680918
met9.in 980001 | 240000 | 969882
met10.in 991520 1200 | 991432
metlla.in | 1000000 | 30000 | 342789
metl1b.in | 1000000 2 | 1000000

A oto krétka charakteryzacja poszczegdlnych grup testow:

e met [1-3].1n to proste testy poprawnosciowe,

e met [4,5].1n to Sredniej wielkoSci testy, na ktérych przestaja sobie radzic rozwiazania

kwadratowe,

e met [6-8].1n to duze testy wydajnoSciowe, zaliczane przez rozwiazania liniowe,

e met[9-11].in to testy o maksymalnych i prawie maksymalnych rozmiarach,
sprawdzajace pewne niuanse, jak na przyktad mozliwo$¢ utrzymywania zbyt duzej
liczby zmiennych rekurencyjnych w procedurze wyznaczajacej najdtuzsza Sciezke.
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Najazd

Stalo sie — Trojkgtowie najechali Bajtocje! Bajtocja lezy na wyspie i zajmuje calg jej
powierzchnie.  Wyspa ta ma ksztalt wielokgta wypuklego (tzn. takiego wielokgta, ktdrego
kazdy kat wewnetrzny jest mniejszy od 180°). W Bajtocji znajduje sie pewna liczba fabryk
oprogramowania. Kazda fabryka przynosi pewne stale zyski lub straty.

Trojkgtowie postanowili opanowac taki fragment Bagtocji, ktory:

e ma ksztalt trojkgta, ktorego wierzchotkami sq pewne trzy rézne wierzchotki wielokgta-
wyspy,

e przyniesie im jak najwicksze zyski, tzn. suma zyskow 1 strat przynoszonych przez fabryki
znajdujgce sie na opanowanym terytorium bedzie mozliwie jak najwieksza.

Przyjmujemy, ze jezeli fabryka lezy na brzegu lub w wierzcholku opanowanego terytorium,
to nalezy do niego. Terytorium, ktére nie zawiera Zadnej fabryki przynosi oczywiscie zysk
réowny 0.

Krol Bagtocji, Bajtazar, zastanawia sie, jak duZe straty dla gospodarki kraju moze
przyniesé najazd Tréjkgtow. Pomoz mu i napisz program, ktory wyznaczy sume zyskow i strat
przynoszonych przez fabryki, ktore cheg opanowac Trojkgtowie.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis ksztaltu Bajtocji i poloZenie fabryk,

o wyznaczy maksymalng sume zyskow i strat przynoszonych przez fabryki znajdujgce sie
w obrebie tréjkqta, ktorego wierzchotkami sq pewne trzy rézne wierzchotki wielokgta-
wyYspy.

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg n (3 < n < 600), oznaczajgcq
liczbe wierzchotkow wielokgta-wyspy. Kolejnych n wierszy wejscia zawiera po dwie liczby
catkowite xj iy; (—10 000 < xj,y; < 10 000 ), oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce
wspolrzedne x iy kolejnych wierzcholkéow wyspy, podane w kolejnosci zgodnej z kierunkiem
ruchu wskazéwek zegara. Wiersz n + 2-gi zawiera jedng liczbe calkowitg m (1 <m < 10000),
oznaczajgeq liczbe fabryk. Kolejne m wierszy zawiera po trzy liczby catkowite x;, yl/ 1 w;
(—10 000 < x;,yl’ < 10000, —100 000 < w; < 100000 ), oddzielone pojedynczymi odstepami
i oznaczajgee odpowiednio: wspdlrzedne x i y i-tej fabryki, oraz zysk (dla w; = 0) bgdZ
strate (dla w; < 0), ktérg ta fabryka przynosi. Kazda fabryka lezy na wyspie-wielokgcie, tzn.
wewngtrz niej lub na jej brzequ. Kilka fabryk moze leze¢ w tym samym miejscu, tj. mieé te
same wspotrzedne.
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Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac jedng liczbe catkowitq, oznaczajgcq
maksymalng sume zyskow i strat przynoszonych przez fabryki znajdujgce sie w obrebie trdjkgta,
ktorego wierzcholkami sq pewne trzy rézne wierzcholki wielokgta-wyspy. Moze sie zdarzyé, Ze
liczba ta bedzie ujemna.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:

5 9T
41 87T
14 7T
89 6T
11 5 s+
81 A
4 3+
723 5l
63 -1 1+
453

96 -4

poprawnym wynikiem jest:

5

Rozwigzanie

Rozwigzanie silowe

Zacznijmy od konstrukcji jakiegokolwiek rozwiazania zadania. Najprostszy pomyst, jaki
przychodzi na mysl, to przeanalizowanie kazdego dopuszczalnego tréjkata (jest ich O(n?))
i zsumowanie zyskow/strat wszystkich fabryk w nim zawartych. Dostajemy w ten spos6b
algorytm, ktéry mozna nazwaé naiwnym, dziatajacy w czasie O(n’m), o ile ... umiemy
w czasie statym sprawdzi¢, czy dany punkt nalezy do danego tréjkata.

Jest to pytanie z zakresu geometrii obliczeniowej, czyli dziedziny matematyki
i informatyki, ktéra zajmuje si¢ geometria z algorytmicznego punktu widzenia. Zagadnienia
z tej dziedziny sa na ogét tatwe do rozwiazania dla cztowieka (wystarczy narysowaé tréjkat
oraz punkt i wynik wida¢ ,,gotym okiem”™), ale o wiele trudniejsze do zapisania w postaci
algorytmu, gdy trzeba postugiwac si¢ odpowiednimi wzorami matematycznymi. Ponadto
czesto trudno tak zapisa algorytm, zeby dziatat poprawnie dla wszystkich przypadkéw
szczegblnych. Wiaze si¢ to migdzy innymi z ograniczona doktadnoscia dziatan na typach
zmiennoprzecinkowych na komputerze. Ich uzywanie moze uniemozliwi¢ na przyktad
bezbtedne sprawdzenie, czy punkt nalezy do danego odcinka (w tym celu trzeba poréwnaé
dwie liczby rzeczywiste, ktérych reprezentacja w komputerze moze by¢ przyblizona), stad
zawsze warto probowacé pozosta¢ w dziedzinie liczb catkowitych, na ktérych obliczenia sa
doktadne.
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W geometrii obliczeniowej bardzo istotna rolg odgrywa iloczyn wektorowy (oznaczany
i X V). Przypomnijmy jego najwazniejsze wtasnosci dla wektoréw na ptaszczyznie (wigcej
o tym dziataniu mozna przeczyta¢ w dowolnej ksigzce o geometrii obliczeniowej, np. [34],
a takze w [18]):

1. Iloczyn wektorowy dwodch wektorow jest takze wektorem, ktérego kierunek jest
prostopadty do ptaszczyzny, w ktérej zawarte sa oba te wektory, zwrot jest
wyznaczony z reguly prawej dloni (Sruby prawoskretnej), a warto§¢ roéwna jest
i x V| = [d] - |V] - sina, gdzie o jest katem skierowanym migdzy wektorami # i V
(zauwazmy, ze tak zdefiniowana warto$¢ jest liczba ze znakiem, czyli uwzglednia
zwrot — bedziemy z tego korzysta¢ w dalszej czgsci opisu).

Rys. 1:  Kat skierowany

2. Z powyzsze] wlasnoSci wynika, ze warto§¢ bezwzgledna wartosci iloczynu
wektorowego jest rowna dwukrotnosci pola tréjkata, zawartego migdzy wektorami #
iv.

3. Na podstawie pierwszej wlasnoSci mozemy sprawdzi¢, czy przechodzac przez tamana
faczaca kolejno punkty Py, P> i Pz (bedziemy ja oznaczaé P; — P, — P3) skrgcamy
w punkcie P, w prawo ( |Pr P, x Py P3| < 0), w lewo ( |Pr P, x Py P3| > 0) czy idziemy
prosto (|Pf Py X Py} P3| = 0). W pseudokodach w niniejszym opracowaniu przy badaniu
kierunku skretu bedziemy postugiwaé si¢ funkcja Skret(Pr, P, P3), o wartoSciach
ze zbioru {Lewo, Prawo, Prosto}.

Lewo Prawo Prosto

P P
] 3 2
_— =
P P P P P
1 2 1 3 1 bR

Rys. 2:  Sprawdzanie kierunku skretu

4. Jezeliii = [x1,y1],a V= [x2,¥2], to | X V| = x1y2 —x2y1 . Jest to bardzo wazna wlasnosc,
ktéra pozwala tatwo obliczaé warto$¢ iloczynu wektorowego i dodatkowo upewnia nas,
ze liczba ta jest catkowita, o ile tylko wspétrzedne wektoréw sa catkowitoliczbowe.

Z uzyciem iloczynu wektorowego mozemy juz tatwo okreslié, czy punkt P lezy wewnatrz
tréjkata AP P, P3: wystarczy sprawdzié, czy

S(APP,P3) = S(APP P) + S(APPyP3) + S(APPs Py ),

gdzie S(AABC) oznacza pole tréjkata AABC.
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1i2: S(PP)=S(PP P )+S(PRP)+S(PRP)  3: S(PPP)<S(PP P )+S(PP P )+S(PPP)

P P P
1 1 1

Rys. 3:  Sprawdzanie, czy punkt nalezy do tréjkata

To koriczy opis algorytmu naiwnego. Mimo niklej trudnosci tego rozwiazania, mozna
bylo za nie zdoby¢ w czasie zawodéw 30 punktéw, gdyz w pelni poprawna implementacja
wymagata pewnej wiedzy z zakresu geometrii obliczeniowej.

Szybsze rozwigzanie

Zlozono$¢ czasowa powyzszego rozwijzania nie jest wystarczajaca przy ograniczeniach
z zadania. W kolejnym rozwigzaniu najpierw wykonamy obliczenia, ktére potem
umozliwia szybsze znajdowanie sumy zyskow/strat fabryk zawartych w danym tréjkacie.
Najistotniejszym spostrzezeniem, prowadzacym do tego rozwiazania jest przedstawienie
wyniku dla dopuszczalnego tréjkata, jako réznicy sumy wartosci wszystkich fabryk i sum
warto$ci fabryk zawartych w trzech pétptaszczyznach otwartych, ograniczonych przez boki
tego tréjkata (oznaczonych na rysunku przez A, B i C):

P
3

P
2

Rys. 4:  Poélptaszczyzny A, BiC

Aby zrozumieé, dlaczego waga powyzszego spostrzezenia jest tak duza, zastandwmy
sig, ile jest réznych takich pétplaszczyzn. Zauwazmy, ze kazda z pélptaszczyzn jest
wyznaczona jednoznacznie przez wektor zlozony z dwéch wierzchotkéw wielokata-wyspy,
a zatem réznych pétptaszczyzn jest O(n?). Dla ustalenia uwagi oznaczmy przez (Py,P»)
potplaszczyzne ztozona z punktéw P takich, ze przechodzac przez P; — P, — P skrecamy
w lewo (na przyktad na powyzszym rysunku A = (P}, P,)). Teraz mozemy sformutowaé
rozwiazanie:

1. Najpierw dla kazdej pétptaszczyzny (P, P,) wyznaczamy sume wartosci fabryk w niej
zawartych — oznaczmy te warto$¢ przez f[P;,P,]. Mozemy to uczyni¢ obliczajac
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dla kazdego punktu-fabryki odpowiedni iloczyn wektorowy. Ten krok ma zlozono$¢é
czasowa O(n’>m), whasnie dzigki niewielkiej liczbie réznych pétptaszczyzn.

2. Nastgpnie wynik dla tréjkata AP P,P; wyznaczamy w czasie stalym, jako
S — f[P1,P] — f[P2, P3] — f[P3,P1], gdzie S jest suma wartosci wszystkich fabryk.
Ztozonosé czasowa tego kroku to O(n?).

Catkowita ztozono$¢ czasowa tego rozwiazania to O(n?(n+m)). Pozwalato ono uzyska¢ 70
punktéw, jako ze zawierato pewien pomyst natury algorytmicznej, ktéry — jak si¢ za chwilg
okaze — ulepszony stanowi juz rozwigzanie wzorcowe.

Rozwigzania wzorcowe

Kluczem do rozwiazania wzorcowego jest przyspieszenie pierwszej fazy wyzej opisanego
algorytmu. Odtad bedziemy w opisie zakladali, ze wierzchotki wielokata sa ponumerowane

w kolejnosci zgodnej z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara: Py, P,...,P,. Ponadto
przyjmujemy, ze numeracja wierzchotkéw jest cykliczna, to znaczy Py = P,, P,y = P itd.
Bedziemy starali sie policzy¢ wartoSci 1P, Pjl,

zdefiniowane jako f'[P;,Pj| = f[P;,P;] — f[P;,Pj—1]. Odpowiadaja one sumom wartosci
fabryk, zawartych w jednostronnie otwartych trdjkatach (tréjkat o wierzchotkach P,
P;j_y oraz P;, niezawierajacy boku P,P; w dalszej czesci bedziemy oznaczaé symbolem
ZPP;_1Pj).

L

P
j flP.P]
1]

ol

EZ f[p P
g [i’j]

Rys. 5:  Tlustracja fi f’

Na podstawie tych wartosci bedziemy w stanie w ztozonosci czasowej O(n?) policzyé
warto$ci f — dla kazdego punktu P; wyznaczymy wszystkie wartosci f[P;, *] na podstawie
réwnosci:

e f[P,P] = f[P;,Pit1] =0,

Zastanéwmy si¢ wigc jak policzy¢é wartosci f'. Skupimy si¢ na wyznaczeniu wszystkich
wartosci f’[P;,*] dla ustalonego punktu P,.. Opiszemy dwie metody wykonania tego
podzadania.

Sposéb pierwszy

W danym kroku przeanalizujemy wszystkie fabryki i dla kazdej z nich stwierdzimy, w ktérym
tréjkacie ZP;P;_1 P; si¢ znajduje — oczywiscie kazda fabryka nalezy do co najwyzej jednego
takiego trdjkata. Zauwazmy, ze fabryka F polozona na wyspie nie nalezy do zadnego
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z podanych tréjkatéw wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do odcinka P, |P;. Mozemy
to sprawdzi¢ obliczajac jeden iloczyn wektorowy. W pozostatych przypadkach mozemy
zidentyfikowaé odpowiedni tréjkat za pomoca wyszukiwania binarnego, w ktérym bedziemy
dla danej przekatnej P,P; sprawdza¢, w jakim kierunku skrecamy przechodzac przez
P,—Pi—F.

Powyzszy krétki opis pozwala juz na utozenie pseudokodu tego rozwiazania:

1: { Wyliczanie f'[P,%]. }

2: for j:=1 to m do

3: begin

4. if (Skret(P;,Pi_1,Fj)= Prosto) then

5: { Fabryka nalezy do odcinka P, P; }

6: continue;

7. {Dla fabryki F; szukamy a, takiego ze F; € £ PiP,_1P,. }
8 a:=i+1,b:=i+n—1;

o:  while (¢ #b) do

10:  begin

11: ci= 4P

12: if (Skret(P;,P.,F;)€ {Prawo,Prosto}) then
13: a:=c+1

14: else

15: b:=c;

16:  end

1. f'[P, Py] := f'[Pi, P +wartosé(Fj);

18: end

Ztozono$¢ czasowa powyzszego kodu to oczywiscie O(mlogn). Wykorzystujac te
metode mozemy skonstruowaé rozwiazanie catego zadania o ztozonosci O(nmlogn +n?).
Jest to pierwsze z rozwiazan wzorcowych.

Sposéb drugi

Zamiast stosowal wyszukiwanie binarne, mozemy dla danego punktu P, posortowac
wszystkie fabryki po kacie nachylenia odcinkéw, ktérych koncami sa punkt P; i dana fabryka.
Doktadniej, powiemy ze F; < Fy, jezeli przechodzac przez F; — P; — Fj skrecamy w lewo.

Rys. 6:  Kryterium sortowania

W tej samej kolejnoSci mamy juz posortowane wierzchotki wielokata — kolejnos¢
zgodna z kierunkiem ruchu wskazowek zegara jest wtasnie takim porzadkiem. Teraz
mozemy potaczy¢ te dwa posortowane zbiory, czyli wykonaé krok podobny do fazy
scalania w algorytmie sortowania przez scalanie (ang. Merge Sort). W trakcie tego kroku
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kolejne fabryki sa przydzielane do pierwszego tréjkata, a kiedy jaka$ fabryka przestaje
si¢ w nim miesci¢, to zaczynamy przydzielanie do drugiego trdjkata itd. Zauwazmy, ze
do sprawdzenia przynaleznosci punktu do tréjkata wystarczy nam tym razem jedno uzycie
iloczynu wektorowego.

Pseudokod tego rozwiazania jest jeszcze tatwiejszy niz poprzedniego:

1: { Wyliczanie f'[P,%]. }

2. Sortowanie zbioru {Fj,...,F,} w porzadku katowym;
3 ji=1la:=i+2;

4: while (a #1i) do

5: begin

6 while (j <m and Skret(P,,P,,Fj)= Lewo) do

7. begin

8 { Fabryka nalezy do trjkata £ P,P,_1FP,]. }

9 f'[Pi,Pi] == f'[P;, Pa)+wartos¢(Fj);

10: j=j+1L

11:  end

122 a:=a+1; {Przypominamy, ze numeracja wierzchotkéw jest cykliczna. }
13: end

Sortowanie przy zastosowaniu szybkiego algorytmu ma ztozono$¢ O(mlogm), faza
scalania wymaga czasu liniowego wzgledem sumy liczb fabryk i wierzchotkéw wielokata.
A zatem zlozono$¢ powyzszej procedury to O(n + mlogm), a zlozono$é czasowa
catego algorytmu to O(nmlogm + n®). Otrzymujemy wigc metode nieznacznie gorsza
od poprzedniej.

Poniewaz nie sposéb odrézni¢ powyzsze rozwiazania w procesie testowania, to oba
zostaly uznane za wzorcowe. Implementacje obu rozwiazan znajduja si¢ na dysku
dotaczonym do ksigzeczki.

Rozwigzanie szybsze od wzorcowego

Okazuje sig, ze istnieje szybsze rozwiazanie zadania — pomysl przedstawili sami zawodnicy
olimpiady. Idea rozwigzania polega na szybszym wykonaniu fazy obliczania wartosci f
(a wlasciwie f’). Tym razem dla to danej fabryki Fj i wszystkich punktéw P; bedziemy
wyznaczali punkty Fy(;), takie ze F; nalezy do ZP;Py(;)—1Fy(i)-

Rozpoczynamy od wyznaczenia wartosci k(1), na przyktad za pomoca najprostszego,
liniowego algorytmu, analizujac kolejne punkty P»,P3,... Nastgpnie zauwazamy, ze dla
kolejnych punktéw P; warto$¢ k(i) bedzie tylko rosta (ponownie przypominamy o cyklicznej
numeracji punktéw). Na rysunku 7 pokazujemy, ze rzeczywiscie Py(y1) nie moze by¢
wierzchotkiem, lezacym na brzegu wielokata migdzy wierzchotkami P; oraz Py(;)—1:
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P
k(i)-1

P
k(i)

=
obszar zabroniony

Rys. 7:  Dowdd stwierdzenia

A zatem mozemy wyznaczaé kolejne wartosci k(i) zwigkszajac o jeden wskaznik, ktdry
na samym koricu tego procesu musi znalezé si¢ w punkcie k(1), czyli wykonamy co najwyzej
n ruchéw. W ten sposéb wszystkie wartosci k(i) dla fabryki F; znajdujemy w czasie O(n).
Obliczenie wszystkich wartosci f’ ma ztozono$¢ réwna O(nm), czyli lepsza niz w przypadku
rozwiazania wzorcowego, a cate rozwiazanie ma ztozonosé O(nm+n3) = O(n(m+n?)).

Na koniec zilustrujemy powyzszy opis pseudokodem rozwiazania, ktéry juz tradycyjnie

jest krétszy od pseudokodu poprzedniego rozwiazania:

1:
2: k:=1;
3: for i:=1 to n do
4: begin
5:
6:
7:
8:
o if (k#1i) then
10:
11: end
Testy

Zadanie testowane byto na zestawie 10 danych testowych, z ktérych pierwszych 7 bylo
Wigkszo$¢ stanowity testy losowe, a pozostate
byly testami ,,specyficznymi”, ktére charakteryzowaly si¢ tym, ze kolejne tréjkaty byly
na przemian zyskowne i stratne, co pomagalo eliminowaé rozwigzania, polegajace na

grupami ztozonymi z dwoéch testow.

I[P, P := [P, P]+wartosé(Fj);

{ Dla danej fabryki F; wyznaczamy Py dla i=1,2,...,n. }

{W petli 7-8 zaréwno wyliczamy k(1) w ztozonosci O(n), }
{jak i pozostate wartosci k(i) w lacznej ztozonosci liniowej. }
while (k #i and Skret(P,P,Fj)# Lewo) do

k:=k+1; { Przypominamy, ze numeracja wierzchotkéw jest cykliczna. }

znajdowaniu pewnego maksimum lokalnego w zbiorze tréjkatow.

Nazwa n m Opis
najla.in 64 200 | test losowy

najlb.in | 64 200 | test specyficzny
naj2a.in | 64 200 | test losowy




Nazwa n m Opis
naj2b.in | 64 200 | test specyficzny
naj3a.in | 64 200 | test losowy
naj3b.in | 64 200 | test specyficzny
naj4a.in | 200 | 5000 | testlosowy
naj4b.in | 200 500 | test specyficzny
najSa.in | 200 | 5000 | test losowy
najSb.in | 200 500 | test specyficzny
najéa.in | 200 | 5000 | testlosowy
naj6b.in | 200 500 | test specyficzny
naj7a.in | 200 | 5000 | test losowy
naj7b.in | 200 500 | test specyficzny
naj8.in 600 | 10000 | test losowy
naj9.in | 600 | 10000 | test losowy
najl0.in | 600 | 10000 | test losowy
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Listonosz

Listonosz Bajtazar codziennie musi odwiedzi¢ wszystkie ulice swojego rejonu i dostarczyc listy.
Wszystkie ulice sq jednokierunkowe i lgczq (parami rdine) skrzyzowania. Pare skrzyZowan
mogq tgczyc co najwyzej dwie ulice: jedna w jednym, a druga w drugim kierunku. SkrzyZowania
sq ponumerowane od 1 do n.

Bagjtazar rozpoczyna i koniczy trase w centrali poczty Bagjtockiej, przy skrzyZowaniu nr 1.
Od dawien dawna Bajtazar sam wybieral trase, ktdrg obchodzil swdj rejon, jednak ostatnio
dyrekcja poczty wydala nowe rozporzgdzenie, ograniczajgce swobode wyboru tras. Kazdemu
listonoszowi przydzielono pewien zestaw fragmentow trasy — zbior sekwencji skrzyZowari.
Bajtazar musi wybraé takg trase, ktora:

o prowadzi kazdg ulicq dokladnie raz,
e zawiera w sobie kazdg z zadanych sekwencji (jako spdjny podcigg),
® rozpoczyna sie i konczy na skrzyzowaniu nr 1,

Niestety, mozliwe jest, ze dyrekcja wydala rozporzqdzenie, dla ktérego nie istnieje trasa
Bajtazara spetniajgca wymogi, np. wymaga ono w jednej ze swoich sekwencji pdjscia drogq,
ktora nie istnieje. Pomdz Bajtazarowi i napisz program, ktory sprawdzi czy poprawna trasa
istnieje, a jesli tak, to wyznaczy jg.

Zadanie

Napisz program ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis ulic © przydzielone sekwencje,

e sprawdzi czy Bajtazar moze obejsé swaj rejon, tak Zeby odwiedzié kazdg ulice doktadnie
raz oraz spelni¢ wszystkie zalecenia dyrekcyi,

o wypisze na standardowe wyjscie znaleziong trase lub stwierdzi, zZe taka trasa nie istnieje.

Wejscie

W' pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisanie sq dwie liczby calkowite n 1 m
oddzielone pojedynczym odstepem, 2 < n < 50000, 1 < m < 200000, odpowiednio liczba
skrzyzowan i ulic. W kolejnych m wierszach znajdujq sie opisy ulic: dwie liczby calkowite
a, b, oddzielone pojedynczym odstepem, 1 < a,b < n, a #b, oznaczajg, zZe ze skrzyzowania a
do b prowadzi (jednokierunkowa) ulica. Kazda (uporzgdkowana) para a,b pojawia sie w danych
co najwyzej raz. W kolejnym wierszu zapisana jest liczba t, 0 <t < 10 000, oznaczajgcea liczbe
nakazanych sekwencji. W kolejnych t wierszach zapisane sq opisy sekwencji. Opis sekwencyji
sklada sie z liczby k, 2 <k < 200000, oraz ciggu vy,...,vy numeréw skrzyZowan. Liczby
w wierszu sq¢ pooddzielane pojedynczymi odstepami. Sumaryczna dlugo$é wszystkich sekwencji
nie przekracza 1 000 000.
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Wyjscie
Twaj program powinien wypisaé w pierwszym wierszu wyjscia:
o TAK — jesli istnieje trasa spetniajgca warunki zadania,
o NIE — jesli taka trasa nie istnieje.

W przypadku odpowiedzi TAK, w kolejnych wierszach nalezy zapisaé opis znalezionej trasy.
Jesli jest wiele takich tras, mozna wypisaé dowolng z nich. Opis powinien skladaé sie
z sekwencyi skrzyzowan kolejno odwiedzanych na trasie listonosza — m+ 1 liczb: vy,..., 041,
kazdej wypisanej w osobnym wierszu, takich Ze:

® U =Upy =1,
o v iviy (dla 1 <i<m) sq polgczone ulicami,
o kazda ulica wystepuje na liscie dokladnie raz,

® lrasa zawiera, jako spdjne podciggi, wszystkie nakazane przez dyrekcje sekwencje.

Przyklad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
6 10 TAK
15 1
13 3
4 1 4
6 4 3
36 6
3 4 4
4 3 1
56 5
6 2 6
21 2
4 1
3156
3343
44364
3562
1
2 3 4 5
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Rozwigzanie

Przedstawmy sytuacj¢ opisana w zadaniu jako graf, w ktérym wierzchotkami sa
skrzyzowania, a krawedziami — ulice. Zadanie polega na wyznaczeniu cyklu
przechodzacego przez kazda krawedZ grafu doktadnie raz, ktéry spetnia zadane dodatkowe
warunki: przez wybrane sekwencje krawedzi musimy przej$¢ w okreslonym porzadku.

Jesli zbior sekwencji bytby pusty, zadanie wymagatoby jedynie wyznaczenia cyklu
Eulera, co potrafimy zrobi¢ szybko i prosto (patrz na przyktad [27] badz [18]). W dalszej
czgéci opisu pokazemy jak zmodyfikowaé graf, by problem sprowadzi¢ do znajdowania
zwyklego cyklu Eulera.

Rozwigzanie dla jednej sekwencji

Rozpocznijmy od przypadku, gdy mamy tylko jedna sekwencje, czyli ¢t = 1.
Woéwcezas mozemy zmodyfikowaé graf, usuwajac z niego wszystkie krawedzie sekwencji
i wprowadzajac w zamian jedng krawedZ — laczaca poczatek pierwszej krawedzi sekwencji
z koncem ostatniej. W ten sposéb kazdy cykl Eulera w zmodyfikowanym grafie begdzie
odpowiadat cyklowi Eulera w grafie oryginalnym zawierajacemu sekwencje. Jedynym (by¢
moze) skomplikowanym punktem powyzszej procedury jest konieczno$¢ zapamigtania, ze
nowa krawedz zastgpuje cata sekwencje krawedzi z oryginalnego grafu. Ta informacja bedzie
nam potrzebna przy wypisywaniu wyniku.
Schemat takiego rozwigzania mozemy zapisaé algorytmicznie:

e niech G = (V,E) oznacza graf skrzyzowari, a jedyna zadana sekwencja ma postaé
Pts--- Pk

e usuii z E krawedzie z sekwencji: {(p;, pit1) 1 1 <i <k},
e dodaj do E krawedzZ (py, py) z etykieta p1,..., g,
e oblicz cykl Eulera w zmodyfikowanym grafie.

Ten sam spos6b mozna zastosowaé w przypadku, gdy mamy wiele sekwencji, ktore sa
krawedziowo roztaczne. Kazda z nich zastepujemy krawedzia i wyznaczamy w zmienionym
grafie cykl Eulera.

Poniewaz cykl Eulera mozna obliczyé w czasie O(|V| + |E|), wigc cale rozwiazanie
wymaga czasu liniowego wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Rozwiagzanie dla ogélnego przypadku

Pozostaje nam do rozwazenia przypadek, gdy zadane sekwencje maja wspélne krawedzie.
W pierwszej kolejnosci sprawdzimy, czy sekwencje nie sa ze soba sprzeczne (zauwazmy na
przyktad, ze nie jest mozliwe jednoczesne spetnienie sekwencji (1,2,3) i (1,2,4)). Uzyjemy
w tym celu dwéch tablic nast i poprz indeksowanych krawedziami grafu. W nast[e]
zapiszemy informacje, jaka krawedZ musimy przej$¢ bezposrednio po krawedzi e, jesli takie
ograniczenie wynika z zadanych sekwencji. Analogicznie wypelnimy tablice poprz.

1: for e € E do nast[e] := nil, poprz[e] := nil;
2: for s:=1 to r do begin
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3. { Niech py,...,pr oznacza s—ta sekwencj¢ }

4: for i:=1 to k—2 do

5: e1:= (pi,pi+1); €2:= (pit1,Pi+2);

6: if e €E or e; ¢ E then

7 return "BrAD - krawedzi nie ma w grafie”;

8: if nast[e;] = nil then nast[e;] :=e;

o: else if nast[e;] # e, then return “BEAD - sprzeczne sekwencje”;
10: if poprzle;] =nil then poprze;] :=e;

11: else if poprz[e;] # e; then return “BEAD - sprzeczne sekwencie”;
12:  end;

13: end;

14: return “0K”;

Jesli powyzsza procedura zwrdci btad, to nie istnieje cykl zawierajacy wszystkie zadane
sekwencje. JeSli procedura zakoriczy si¢ sukcesem, to mozemy z tablic nast/poprz
przygotowaé nowy zestaw sekwencji — réwnowazny oryginalnemu, ale juz krawedziowo
roztaczny. Wystarczy ,,odczytac” Sciezki zapisane na przyklad w tablicy nast — sa to
zsumowane zadane sekwencje.

Trudnosci techniczne

Jakkolwiek rozwiazanie zadania nie jest zbyt trudne do wymyslenia, jednak poprawna jego
implementacja moze sprawia¢ pewne trudnosci.

Pierwszym problemem do rozwiazania jest przygotowanie tablic indeksowanych
krawedziami grafu. Mozna do tego celu wykorzysta¢ struktur¢ map z biblioteki STL,
jednak w takim przypadku dostep do jednej pozycji tablicy wymaga czasu O(logn).
Innym rozwigzaniem jest ,,ponumerowanie” krawedzi przez przypisanie im liczb z zakresu
1,...,|E|. Taka numeracj¢ mozemy uzyskaé, sortujac krawedzie jako pary wierzchotkéw —
ze wzgledu na ograniczony zbidr wierzchotkéw mozemy wykonaé to w czasie liniowym.
Jesli kazda krawedZ sekwencji uzupetnimy o jej numer, pdézniejsze odwotania do tablic
nast / poprz mozna wykonaé w czasie O(1).

Innym problemem sa przypadki szczegélne. Aby poprawnie rozwiazaé zadanie, trzeba
unikna¢ wielu putapek:

e Graf spdjny po modyfikacji moze sktadaé si¢ z wigcej niz jednej spdjnej sktadowe;.
Jesli co najmniej dwie z nich zawieraja krawedzie, to rozwiazanie nie istnieje.

e Problemem sa takze cykle powstale przez zsumowanie sekwencji. Jesli krawedzie
z tablic nast/poprz tworza cykl (na przyktad, jak dla sekwencji S; = (1,2,3)
i8S =(2,3,1,2)), to:

— jesli ten cykl nie zawiera wszystkich krawedzi, to rozwiazanie na pewno nie
istnieje;

— jesli cykl zawiera wszystkie krawedzie grafu, to trzeba jeszcze sprawdzié,
czy ograniczenia natozone przez sekwencje pozwalaja listonoszowi zaczaé
i zakonczy¢ trasg w centrali poczty.
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Kolejna trudnoscia jest konieczno$¢ zapisu ,,dtugich” etykiet krawedzi stanowiacych
skréty Sciezek oryginalnego grafu oraz ich odczytywanie podczas wypisywania odpowiedzi.

Testy

Zadanie testowane bylo na nastgpujacym zestawie danych testowych.

Nazwa n m t Yk Opis

lisla.in 3 3 2 4 | na sprawdzanie warunku FEulera
(odp. NIE)

lislb.in 4 2 prosty test poprawnosciowy

lis2a.in 2 sprzeczne sekwencje (odp. NIE)

lis2b.in 11 20 3 10 | na sklejanie Sciezek

lis3a.in 9 2 6 | sprzeczne sekwencje (odp. NIE)

lis3b.in 14 4 12 | koniec Sciezki w poczatku Sciezki

lis4a.in 6 2 8 | Sciezki po sklejeniu daja cykl (odp.
NIE)

lis4b.in 12 10 24 | na sklejanie Sciezek

lis5a.in 9 2 6 | rozspdjnienie grafu po skréceniu
sekwencji (odp. NIE)

lis5b.in 20 100 50 200 | test losowy

lis6.in 100 500 50 200 | test losowy

lis7.in 500 2000 | 1000 10000 | test losowy

lis8.in 2000 10000 | 10000 50000 | test losowy

lis9.in | 10000 | 50000 | 9999 200000 | test losowy

lis10.in | 49999 60000 100 400 | test losowy

lisll.in 450 | 199998 500 4000 | test losowy

lis]2.in 300 | 30000 | 10000 100000 | test losowy

lis13.in | 40000 | 200000 5 | 1000000 | testlosowy

lisi4.in | 50000 | 200000 | 10000 | 1000000 | test losowy
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Orka

Rolnik Bagtazar chce zaoraé pole w ksztalcie prostokgta. Bajtazar moze zaczgc od zaorania
jednej skiby z dowolnego boku pola, potem moze zaoraé jedng skibe z dowolnego boku
niezaoranej czesci pola itd., aZ cale pole bedzie zaorane. Po zaoraniu kazdej kolejnej skiby,
niezaorana czeS¢ pola ma ksztalt prostokgta. Skiby majq szerokosé 1, a dlugosé i szerokosé
pola wyrazajq sie liczbami catkowitymi m i n.

Niestety Bajtazar do orki ma tylko jedng stabowitq szkape. Gdy szkapa zacznie oraé skibe,
to nie zatrzymuge sie, az zaorze jg do konica. Bajtazar musi vwazac, jezeli zaoranie skiby bedzie
dla szkapy zbyt wielkim wysitkiem, to szkapa padnie. Po zaoraniu kazdej kolejnej skiby szkapa
moze odpoczqgé i nabraé sil. Nie wszystkie miejsca na polu sqg tak samo trudne do zaorania.
Bajtazar doktadnie zna swoje pole i dokladnie wie jak trudno sie orze w kaZdym miejscu.

Podzielmy pole na m x n kwadratéw jednostkowych. Kwadraty bedziemy identyfikowaé za
pomocg ich wspélrzednych (i,7), dla 1 <i<m i 1 <j<n. Kaidemu z kwadratéw jest
przypisany jego wspdlczynnik trudnodci orki — nieujemna liczba catkowita. Wspdtczynnik
trudnosci orki kwadratu o wspdlrzednych (i,j) bedziemy oznaczac przez t; j. Dla kazdej skiby
suma wspotczynnikow trudnosci orki kwadratow tworzgcych skibe nie moze przekroczyé pewnej
ustalonej stalej k — w przeciwnym przypadku szkapa padnie.

Bajtazar stoi przed trudnym zadaniem. Przed zaoraniem kazdej skiby musi zdecydowaé
z ktorego boku miezaoranej czesci pola jg zaoraé, tak zZeby szkapa nie padla. Z drugiej strony,
chcialby zZeby bylo jak najmniej skib.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia liczby k, m i n, oraz wspétczynniki trudnosci orki,
e wyznaczy, w jaki sposéb Bajtazar powinien zaorac pole,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajdujg sie trzy dodatnie liczby calkowite:
k, m i n, pooddzielane pojedynczymi odstepami, 1 < k < 200000000, 1 < m < 2000,
1 <n<2000. W kolejnych n wierszach znajdujg sie wspélczynniki trudnosci orki.
Wiersz j + 1 zawiera wspdlczynniki ty j,t j,...,lm, j, pooddzielane pojedynczymi odstepami,
0 <t;; < 100000.
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Twaj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie jedng liczbe calkowitq: minimalng
liczbe skib powstalych po zaoraniu pola zgodnie z podanymi warunkami. MoZesz zalozyé, zZe
dla danych wejsciowych, pole zawsze da sie zaoraé zgodnie z warunkami podanymsi w zadaniu.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
12 6 4

604805
045460
056560

540054
poprawnym wynikiem jest:

8
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Powyzszy rysunek przedstawia przykladowy sposéb zaorania pola.

Rozwigzanie

Rozwigzanie wyktadnicze

Jako pierwsze przedstawimy rozwigzanie proste, lecz nieefektywne. Zauwazmy, ze po
zaoraniu kazdej kolejnej skiby pole ma ksztalt prostokata ztozonego z catych kwadratéw
jednostkowych. Zaoranie kazdej skiby to zmniejszenie tego prostokata przez usunigcie
skrajnej kolumny lub wiersza. Wida¢ wigc, ze problem ma charakter rekurencyjny: zaoranie
catego pola sprowadza si¢ do wlasciwego wyboru pierwszej skiby i zaorania pozostatego pola
w optymalny sposéb.

Niemniej jednak, rozwigzywanie zadania poprzez zwykte rekurencyjne przeszukiwanie
7 nawrotami (ang. back-tracking) mozliwych sekwencji skib bytoby btedem. Ziozonos§¢
czasowa takiego algorytmu jest wyktadnicza — wystarczy rzut oka na ograniczenia wielkoSci
danych, zeby przekonac sig, ze takie rozwiazanie nie mogtoby dziata¢ w sensownym czasie.

Rozwigzanie o zlozonosci czasowej O(n2 . m2)

Proste spostrzezenie pozwala znacznie ulepszy¢ poprzedni algorytm. Wystarczy zauwazy¢,
ze wiele réznych poczatkowych sekwencji skib prowadzi do takich samych pozostatych
niezaoranych fragmentéw pola i jest tylko O(n® - m?) mozliwych réznych niezaoranych
prostokatéw. Mozemy wigc rozwiagzaé zadanie stosujac programowanie dynamiczne: dla
kazdego prostokata zawartego w polu obliczamy minimalng liczbg skib potrzebnych do
jego zaorania. Prostokaty przegladamy w kolejnosci od mniejszych do wigkszych i dla
kazdego rozwazamy wszystkie skrajne skiby. Wybieramy taka, ktéra szkapa moze zaoraé
i po zaoraniu ktdérej pozostaje prostokat wymagajacy zaorania najmniejszej liczby skib.
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Rozwiazanie problemu uzyskujemy po wyznaczeniu wyniku dla najwigkszego prostokata,
czyli dla catego pola.

Opiszmy przedstawiony algorytm bardziej formalnie. Przyjmijmy najpierw, ze dlai < 1,
i>m, j<1lub j>nmamy s ;j =0. Oznaczmy przez S[i, j,/, /'] (dla 1 <i<m, 1< j<n)
minimalng liczbg skib potrzebnych do zaorania prostokata, ktéry w dolnym lewym rogu
ma kwadrat o wspétrzednych (i, ), a w gérnym prawym rogu kwadrat o wspéirzgdnych
(/,j). Szukana przez nas warto$¢ to S[1,1,m,n]. Liczba skib potrzebna do zaorania
danego prostokata jest okreSlona nastgpujaco. Jesli i > i/ lub j > j, to przyjmujemy, ze
S[i, j,i,j'] =0, natomiast w przeciwnym przypadku:

S[l+1’]7 ’]/] Jeéll tijt+tijr1+- +[,11<k

g . S[z]+1,z,]’] jesli i+t j+- 41y <k
S[laJalJ]— 1+m1n S[ /] Jeéll ti’,j+ti’7j+] +"'+ti’7j’ <k
S[ J, 7] 1] _]eéll ti,j/+ti+1.jl+.”+ti/,j/gk

Duze znaczenie dla efektywnosci tego algorytmu ma sposéb liczenia sum wspéiczynnikéw
trudno$ci dla okreslonych skib prostokata. Dla uproszenia sum¢ taka bgdziemy nazywac
wagq skiby. Jezeli bedziemy liczy¢ wagi wprost, sumujac wspétczynniki trudnosci kolejnych
kwadratéw jednostkowych, to obliczenie pojedynczej wartosci S[i, j, i’ j'] bedzie wymagaé
czasu rzedu O(m+n). W ten sposéb otrzymamy algorytm o acznej ztozonosci czasowej
rzedu O(m? -n? - (m+n)) i ztozonosci pamigciowej rzedu O(m? - n?).

Wagi mozemy jednak oblicza¢ znacznie efektywniej. Wystarczy, ze dla kazdej pary
wspotrzednych 0 < i < m, 0 < j < n wyznaczymy wartosci:

Wi, j] =t,jthjt+ -+t

Kli,jl=tiy +tia+--+1tij,

co mozna zrobié¢ w czasie rzgdu O(n - m), przegladajac wspétczynniki trudnos$ci kwadratéw
jednostkowych w wierszach oraz w kolumnach, jak w ponizszej procedurze.

1: var W,K : array [0..m,0..n] of integer;
2: begin

3:  for i=0 to m do begin

4 W1i,0] := 0;

5: Kli,0]:=0

6 end;

7. for j=0 to n do begin

8 w[0,j]:=0;

9 KI[0,/]:=0

10  end;

11: for i=1 to m do

12: for j=1 to n do begin
13: Wi, jl:=WI[i—1,j]+t
14: Kli,jl:==K[i,j—1]+1;;
15: end
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Wyliczone wartosci W i K pozwalaja nam w czasie statym wyznaczy¢ wage kazdej skiby i do
obliczenia tablicy S mozemy zastosowac nastepujacy wzor:

[i+1,j,0,j] jesli Kli,j]—K[i,j—1] <k

£, ]-i-l,l,]/] jesli Wi, jl—wl[i—1,j]<k
0= 17] Jesi Ko 7] - KT, j— 1] <A
£, ], " J —1] jesli W[, j1-wli—1,j]<k

S
Sli.j.i' )= 1+ min g 2
S

Wykorzystanie tego wzoru w metodzie programowania dynamicznego daje w efekcie
algorytm, ktérego pseudokod wyglada nastgpujaco:

1: var S: array [l..m,1..n] of integer;
2: begin

3:  for i=m downto 1 do

4 for /=1 to m do

5 for j=n downto 1 do

6 for /=1 to n do begin

7: if i>i or j>j then S[i,j,i, j]:=0

8 else begin

o S[i, j,i', ] =

10: if K[',j] [ —1] <k then

11: S, j, ', j'] —mm(S[z G J LS+ 1,4, j 1+ 1);
12: if W[i',j]—WI[i—1,j] <k then

13: S[i, j, ', j] —mln(S[z B LSl i+ 1L 1+ 1),
14: if K[/',j']—K|[i',j—1] <k then

15: Sli, j, ', j'] := min(S[i, j, ', j'],S[i, j,i' = 1, 7]+ 1);
16: if W[i',j'/1—=W[i—1,j'] <k then

17: S[i, j, i, '] := min(S[i, j, i, j'],S[i, j, i, j — 1]+ 1);
18: end

19: end

20: end

W rezultacie mozemy rozwiazaé zadanie w czasie O(m? - n), wykorzystujac pamigé tego
samego rzedu. Powyzszy algorytm zostal zaimplementowany w programach orkbl.cpp
i orkb2.pas. Taka sama zlozono$§¢ mozemy uzyskaé udoskonalajac przeszukiwanie
Z nawrotami poprzez spamigtywanie wynikoéw podprobleméw.

Rozwigzanie o zlozonosci czasowej 0((n +m)3)

Zadanie mozna rozwigzac jeszcze lepiej. W tym celu musimy doktadniej przeanalizowac
mozliwe uktady skib. Zauwazmy, ze w dowolnym zaoraniu pola mamy n skib poziomych
Iub m skib pionowych. Wynika to stad, ze kazde odcigcie skiby zmniejsza dlugos¢ jedne;j
pary bokow pola o 1, a ostatnia skiba musi mie¢ przynajmniej jedng parg bokéw dtugosci
1. Jesli sa to boki pionowe (czyli skiba jest pozioma), to trzeba zaora¢ n skib poziomych,
by doprowadzi¢ do tej sytuacji — takie zaoranie nazwiemy poziomym. Analogicznie, jesli
ostatnia skiba jest pionowa, to réwniez zaoranie bedziemy nazywac pionowym. Gdy ostatnia
skiba ma wymiary 1 x 1, zaoranie mozemy nazwac¢ zaréwno poziomym, jak i pionowym. Co
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wigcej, jezeli pole w ogdle da si¢ zaoraé (a w zadaniu rozwazamy tylko takie pola), to istnieje
dla niego zaréwno zaoranie poziome, jak i pionowe. Wynika to stad, Ze zaoranie poziome
mozna przeksztatci¢ w pionowe dzielac ostatnig skibe na skiby pionowe o wymiarach 1 x 1.
Analogicznie mozna uzupetni¢ zaoranie pionowe do poziomego.

Mozemy wigc poszukaé oddzielnie optymalnego zaorania poziomego oraz optymalnego
zaorania pionowego i wybra¢ ten z wynikow, ktéry zawiera mniej skib. W dalszej czesci
skupimy si¢ na poszukiwaniu optymalnego zaorania pionowego, czyli zawierajacego m
skib pionowych i minimalng liczbe skib poziomych. Dla wygody skibe, ktérej waga nie
przekracza k, a wigc szkapa moze ja zaoraC, nazwiemy dopuszczalng. Dodatkowo piszac
o boku pola (lewym, prawym, gérnym lub dolnym), bedziemy mieli na mysli skrajna skibg
przylegajaca do tego boku prostokata.

Fakt 1 Jezeli lewy bok pola jest skibq dopuszczalng, to istnieje optymalne zaoranie pola
zaczynajqce sig od tej skiby. Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla prawego boku
pola.

—

[T

Rys. 1:  Zaoranie skrajnie lewej skiby w rozwiazaniu optymalnym.

Dowdd W rozwiazaniu optymalnym mamy m skib pionowych, wigc istnieje wsréd nich
skiba pionowa zawarta w lewym boku pola. Skoro cata skrajnie lewa skiba pola jest
dopuszczalna, to mozemy od niej rozpoczaé oranie pola. Dalsza cze$¢ orki prowadzimy
jak poprzednio, z tym ze czg$¢ skib poziomych bedzie krétsza o jeden kwadrat. Ilustruje to
rys. 1. Laczna liczba skib nie zwigkszy sig. |

Korzystajac z powyzszej wiasnosci rozwiazania optymalnego mozemy czgs$¢ skib
wybiera¢ w sposéb zachtanny. Jezeli lewy lub prawy bok pola jest skiba dopuszczalna, to
orkg rozpoczynamy odpowiednio od lewego lub prawego boku. Co jednak nalezy zrobic,
jezeli nie mozemy zaoraé (nie zamgczajac szkapy) ani lewego, ani prawego boku pola, ale
zaréwno gorny, jak i dolny bok pola sa skibami dopuszczalnymi? Ktéry z nich wybrac?

Rys. 2:  Rozlaczne obszary gérnych i dolnych skib poziomych.

W zaoraniu pionowym, skiby poziome tworza dwa roztaczne obszary: jeden ztozony
z goérnych, a drugi z dolnych skib — ilustruje to rys. 2. Rozwazmy na chwilg decyzyjna
wersje problemu z zadania: dla danych liczb g i d interesuje nas, czy mozna zaoraé pole
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pionowo tak, zeby byto co najwyzej g gérnych skib poziomych i co najwyzej d dolnych skib
poziomych. Nastgpujacy fakt pozwala znalez¢ odpowiedZ na tak postawione pytanie metoda
zachtanna.

Fakt 2 Jezeli istnieje pionowe zaoranie pola ztozone z g gornych skib poziomych i d
dolnych skib poziomych, g > 0 oraz gorny bok pola jest skibq dopuszczalng, to istnieje
zaoranie pionowe spetniajqce podane ograniczenia, zaczynajqce sig od zaorania gornej
skiby. Analogiczne stwierdzenie dla dolnej skiby zachodzi, gdy d > 0 oraz dolny bok pola
Jjest skibq dopuszczalng.

Dowéd Rozwazmy zaoranie spetniajace zatozenia pierwszej czgsci faktu. Poniewaz g > 0,
wigc istnieje przynajmniej jedna skiba pozioma goérna, czyli istnieje tez skiba pozioma
zawarta w gérnym boku prostokata. Skoro bok ten jest skiba dopuszczalng, to mozemy
zmodyfikowa¢ rozwazane zaoranie wybierajac jako pierwsza skibg gérny bok. Reszte pola
mozemy zaoraé jak poprzednio, wigc liczba skib poziomych gérnych i dolnych pozostanie
niezmieniona, a jedynie niektére skiby pionowe beda krétsze.
Analogiczng modyfikacje mozna przeprowadzi¢ w drugim przypadku, gdy d > 0 i dolny
bok jest skiba dopuszczalna.
|

Korzystajac z wykazanych wtasnoSci mozemy zaproponowac nastgpujacy algorytm
sprawdzania, czy istnieje zaoranie spelniajace zadane ograniczenia g i d. Kolejne skiby do
zaorania bedziemy wybiera¢ zgodnie z nastgpujacymi zasadami:

e jezeli lewy lub prawy bok pola jest skiba dopuszczalna, to wybieramy t¢ skibe,
a w przeciwnym przypadku

e jezeli dolny bok pola jest skiba dopuszczalng i nie przekroczyliSmy jeszcze limitu d,
to wybieramy te skibe, w przeciwnym przypadku

e jezeli gérny bok pola jest skiba dopuszczalna i nie przekroczyliSmy limitu g, to
wybieramy dolny bok, w pozostatym przypadku

e widzimy, ze nie da si¢ zaora¢ pola przy danych ograniczeniach g i d.

Zeby moéc szybko stwierdzié, czy okreslony bok pola jest skiba dopuszczalna, mozemy
postuzy¢ sig opisanymi wczesniej tablicami K i W. Wowczas sprawdzenie, czy istnieje
sposéb zaorania pola przy zadanych ograniczeniach g i d, przedstawione w ponizszej
procedurze test, wymaga czasu rzedu O(n+m).

1: function rest(g,d : integer): boolean;

2: var i,i’,j,j : integer;

3: begin

@ Q=1 j=11i=m j:=mn

5.  while i </ and j<j do begin

6: {lewa skiba }

7 if K[i,j']—K[i,j—1] <k then i:=i+1 else
8: { prawa skiba }

9 if K[{/',j]—K[{',j—1] <k then i/ :=i—1 else
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10: { dolna skiba }

11: if d>0 and W[/, j]—W[i—1,;] <k then begin
12: ji=j—-1,d:=d-1

13: { gbrma skiba }

14: end else if ¢ >0 and W[/, j]—W[i—1, ] <k then begin
15: ji=j+1; gi=g—-1

16: end else begin

17: { porazka }

18: test := false; exit

19: end

20: end;

21:  ftest := true

22: end

Przypomnijmy, ze naszym celem jest znalezienie takich wartosci g i d, dla ktérych
zaoranie pola jest mozliwe, a ich suma jest minimalna. Najprosciej jest sprawdzié
wszystkie mozliwe pary tych liczb. Biorac pod uwage, ze jest ich O(n?), obliczenia zajma
czas O(n*(n+m)). Dodatkowo musimy jeszcze znaleZé optymalne zaoranie poziome,
czyli uzyskujemy rozwiazanie o ztozonosci czasowej O((m +n)3). Algorytm ten zostal
zaimplementowany w programach orks3.cpp i orks4.pas.

Rozwigzanie wzorcowe o zlozono$ci czasowej 0((n+m)2)

Poszukujac optymalnego zaorania pionowego nie musimy bada¢ wszystkich par g i d!
Oznaczmy przez f(g) najmniejsza warto$¢ d, dla ktérej jest mozliwe zaoranie pola przy
ustalonym ograniczeniu g na liczbe skib poziomych gérnych:

f(g) =min{d : test(g,d)}

Woéwczas szukany wynik to:

m+g€{lr.n<.14.111171}(g+f(g))

Zauwazmy, ze funkcja f jest nierosnaca. Pozwala nam to policzy¢ powyzszy wynik zadajac
O(n+ m) zapytan o wartos¢ test(x,y).

1: var wyn,g,d : integer;

2: begin

3: wyn (=o0; g:=0; d:=n—1;

4 while g <n and d >0 do

5 if test(g,d) then begin

6: wyn := min(wyn,m+ g +d);
7 d:=d—1

8 end else g:=g+1;

9:  return wyn

10: end
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W podanym algorytmie kazdy ze wskaZznikéw d i g zostanie zmieniony co najwyzej n razy,
wigc otrzymali§my rozwiazanie zadania o ztozonosci czasowej O((n -+ m)?) i pamigciowe;j

O(n-m).

Testy

Testy uzyte do oceny rozwiazan byty podzielone na 10 grup. Grupy 1-5 zawieraja po jednym
teScie. Grupy 6-10 zawieraja po dwa testy: test wydajno$ciowy przedstawiajacy pole, na
ktérym znajduje si¢ trudny do zaorania teren w ksztalcie litery ,,H” (lub obrécone;j litery ,,H”),
oraz test losowy. Ow trudny do zaorania teren w ksztalcie litery ,,H”, wraz z odpowiednio
dobrana wytrzymalos$cia szkapy, wymagat duzej liczby skib. Wielkosci testow przedstawiono

W ponizszej tabelce:

Nazwa m n k Opis
orkl.in 9 10 163 | prosty test poprawnosciowy
ork2.in 36 32 8723 | prosty test poprawnosciowy
ork3.in 50 50 2547 | prosty test poprawnosciowy
ork4.in 450 400 2100678 | test losowy

orkS.in 614 590 3672684 | test losowy

ork6a.in | 1300 | 1305 200000 | test wydajnosciowy ,.H”
ork6b.in 700 700 | 35531618 | test losowy

ork7a.in 1220 | 1190 290000 | test wydajnosciowy ,,.H”
ork7b.in 1300 | 1250 | 64048256 | testlosowy

ork8a.in | 1611 | 1613 100000 | test wydajnosciowy ,.H”
ork8b.in 1599 | 1601 72709332 | test losowy

ork9a.in | 2000 | 2000 270000 | test wydajnosciowy ,,.H”
ork9b.in | 2000 | 2000 | 100771608 | test losowy

orklOa.in | 1998 | 2000 250000 | test wydajnosciowy ,.H”
orkl0b.in | 1999 | 2000 | 100328366 | test losowy
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Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap III, dzien préobny, 28.03.2006

Tance w koétkach

Do pewnego przedszkola chodzi n dzieci, ktore codziennie ustawiajg sie w k kolek i tariczg.
W kazdym kolku tanczy co najmniej I dzieci. Dwa ustawienia dzieci wvwazamy za rézne, jezeli
pewne dziecko w jednym ustawieniu ma innego sgsiada po swojej prawej stronie niz w drugim.

Twoim zadaniem jest obliczenie liczby wszystkich réznych ustawiert modulo 2005. Jezeli
nie ma ustawien spetniajgcych opisane warunki, poprawnym wynikiem jest 0.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia liczby n, k oraz l,

e obliczy liczbe d' = d mod 2005, gdzie d jest liczbg réinych ustawien dzieci (d mod 2005
oznacza reszte z dzielenia d przez 2005),

e wypisze d' na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wejscia zawiera trzy liczby catkowite oddzielone
pojedynczymi odstepami: n — liczba dzieci (8 < n < 1000000000), k — liczba kélek
(1 <k<n)orazl — minimalna liczba dzieci w kazdym kétku (2 <1< n).

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawierac jedng liczbe: d mod 2005.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
723

poprawnym wynikiem jest:
420
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Tance w kolkach

Rozwigzanie

Rozwigzanie podstawowe

Niech S(n,k,l) oznacza liczbe ustawieri n dzieci w k kétkach, w kazdym przynajmniej [
dzieci. Dlan > k- [ oraz k > 0 mamy wtasnos¢:

S(nk,l)=mn—-1)-Sn—1,k,l)+(n—1)---(n—1+1)-S(n—1,k—1,]) (1)

Mozna ja wytlumaczy¢ w nastgpujacy kombinatoryczny sposéb. Spdjrzmy na pewne ustalone
dziecko d. Wtedy wszystkie ustawienia dzieci mozemy podzieli¢ na dwie roztaczne grupy,
zaleznie od rozmiaru kétka, w ktérym stoi dziecko d:

e ustawienia, w ktérych dziecko d znajduje si¢ w kétku o rozmiarze wigkszym niz [.
Pozostate n — 1 dzieci mozna ustawié¢ w kétkach na S(n— 1,k,1) sposobéw. W kazdym
takim uktadzie mozemy umiesci¢ dziecko d na prawo od dowolnego z pozostatych
n— 1 dzieci, uzyskujac ustawienie, w ktérym dziecko d wystgpuje w kétku o rozmiarze
przynajmniej / + 1. To daje nam (n— 1) -S(n— 1,k,1) uktadéw — pierwszy sktadnik
sumy,

e ustawienia, w ktdérych dziecko d znajduje si¢ w kétku o rozmiarze /. Pozostale
I — 1 dzieci do tego kétka mozemy wybraé na (}°]) sposobéw i ustawié je
w kétko na (I — 1)! sposobéw. Pozostate n — [ dzieci moga by¢ ustawione na
S(n—1,k—1,1) sposobéw. To dajenam (n—1)--- (n—1+1)-S(n—1,k—1,I) uktadéw

— drugi sktadnik sumy.

Dlan < k-l orazdlak=01in> 0 mamy S(n,k,!) = 0. Ponadto S(0,0,!) = 1. Wykorzystujac
réwnanie (1) i programowanie dynamiczne mozemy tatwo rozwigza¢ zadanie. Na poczatku
obliczamy iloczyny (i —1)---(i — I+ 1) dla kazdego i < n. Nastepnie liczymy S(i, j,1)
dla wszystkich i < n, j < k, przy czym podczas wyznaczania wartosci funkcji S dla i
i j wykorzystujemy wczesniej policzone wartosci funkcji S dla mniejszych argumentéw.
Wszystkie dziatania wykonujemy modulo 2005 stosujac dobrze znane wtasnosci kongruencji
stanowiace, iz jesli
a=b (modp) oraz c=d (modp)

to
a+c=b+d (modp) oraz a-c=b-d (modp).

Przedstawiony algorytm ma ztozono$¢ czasowa O(n- (k+1)), a pamigciowg O(n). Niezle,
jednak wystarczy to do zaliczenia tylko okoto potowy testéw. Dla rozwiazania problemu dla
wigkszych n potrzebny jest szybszy program.

Rozwigzanie wzorcowe
Rozwiazanie podstawowe mozna przyspieszy¢ spostrzegajac, ze wsréd wartosci funkcji S

modulo 2005 wystepuje wiele zer. Aby je skutecznie wyznaczy¢ wprowadzimy dodatkowe
funkcje.
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Alternatywne sformulowanie S

Dla nieujemnych liczb catkowitych ¢y, ¢4 1, ..., ¢, niech
Alcr,craty--oyen) =cpl - 19 cppy - (L4 1)1 - Loy - 0
oraz niech
n!
B(C[,C[.H,...,Cn) = m

Wéwczas zachodzi nastgpujaca réwnos¢:

S(l’l,k,l):ZB(C[,CH_l,...,Cn), (2)

gdzie suma przebiega po wszystkich ciagach c;,ci41,...,¢, takich, ze Y ;¢; = k oraz
Yol i-ci=n.

Aby uzasadni¢ poprawnos¢ powyzszej zaleznoSci przyjrzyjmy si¢ jej blizej. Zauwazmy,
ze warunki natozone na wartosci ¢;,¢j11,...,c, pozwalaja nam interpretowaé c¢; jako liczbg
kétek rozmiaru i. Tak wigc kazdy ciag ¢;,cy1,...,c, odpowiada konkretnej konfiguracji
rozmiaré6w koétek, stad odpowiadajacy mu skladnik sumy (2) powinien oznaczaé liczbg
mozliwych ustawien dzieci w tej konfiguracji. Upewnijmy sig, ze wlasciwie wyznaczyliSmy
te liczbe — obliczmy, na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ dzieci w kétkach o podanych
rozmiarach. Rozwazmy nastepujacy sposob formowania kétek: ustawmy wszystkie dzieci
w szeregu (mozemy to zrobi¢ na n! sposob6w), a nastgpnie podzielmy je kolejno na grupy:
¢; grup po [ dzieci, ¢;y; grup po [+ 1 dzieci itd. — na koniec z kazdej grupy utwérzmy
kétko. Oczywiscie przy takim podejsciu kazda konfiguracje tarica w kétkach o zadanych
rozmiarach ¢, ¢4 1,...,c, mozemy otrzymac wiele razy. Jak wiele? Po pierwsze w kazdym
kétku nie ma znaczenia, ktére dziecko jest pierwsze, wigc kazde ustawienie dzieci w kétkach
liczymy [ - (14 1)%+1 -...-n‘ razy. Dodatkowo takze kolejnos¢ kétek tego samego rozmiaru
nie ma znaczenia, wigc musimy domnozy¢ t¢ liczbe przez ¢;!-c;4+1!-...-¢c,!. Ostatecznie
otrzymujemy, ze kazde ustawienie powtarza si¢ A(cy,¢j4+1,...,¢n) razy wiréd wszystkich n!
szereg6w, tak wigc mamy B(c;, ¢/ 1, .. .,¢,) 6zZnych ustawieri dla danych rozmiaréw koétek.

Niezerowe konfiguracje

Postaramy si¢ teraz odpowiedzie¢ na pytanie, kiedy dla liczby pierwszej p zachodzi
nieréwno$¢ B(cy,...,cy) 0 (modp)? Niech X(m,p) bedzie najwigkszym i takim,
ze pilm. Zauwazmy, ze B(cj,...,c,) 0 (mod p) tylko wtedy, gdy wszystkie potegi
p z licznika i z mianownika skracaja sig, a tak dzieje si¢ tylko wowczas, gdy
X(A(cyy..-ycn),p) =X (n!, p). Wiemy, ze

- 3]+ [3] 3

Sprébujmy takze oszacowaé X (A(cy,...,cp),p). W tym celu zauwazmy, ze:
X(Aler,...ycn),p) = X(c!-19-cpq - (I+ 1) el -0, p)
= X(cl! A ! (l+ 1)Cl+1 coepo! (p_ l)c[,,] ,P)
+ X(Cp!'pcl),P)+"'+X(Cn!'ncn,p)

Rozwazymy odrebnie poszczeg6lne sktadniki tej sumy.
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Przypadek 1. Dla kétek rozmiaru i = p mamy:

X(cp!-p?,p) = X(cpl,p) +X(p,p)

- o[z [3]o-

c c c
— \"’pJ + \"’fJ 4 \"’SPJ NI
p p p
= X((cpp)sp)- ©)
Przypadek 2. Teraz przyjrzyjmy si¢ kétkom o rozmiarze i > p. Jesli p > 3,j > 2, to
zachodzi nieréwnosé 1+ j < p/~!. To daje nam (1 +X(i,p)) - p < i dla wszystkich

p=3i>paj=X(ip) =2 dmaka podana nieréwno$¢, a pozostate przypadki
fatwo sprawdzié). Otrzymujemy wtedy:

X(ci!-i9p) < ¢i+X(ci!-i,p)

Ci Ci
= c;+X(i,p)~Ci+L;J+{;J+W

p

{(1+X(i;)p))ct~pJ . r;-sz N {C;’SPJ .

) ][]
= X((c;i)!,p). )

Przy czym réwno$¢ moze zachodzi¢ jedynie wtedy, gdy ¢; = 0.

N

Przypadek 3. Rozwazmy tacznie pozostale kétka rozmiaru mniejszego niz p. Zatézmy, ze
takie kétka moga istnie¢, czyli [ < p. Niechm = ¢;l+c¢;1 (I+1)+...+cp—1(p—1).
Poniewaz [ > 2, to zachodzi nier6wnos¢ 2 - (¢;+- - - +c,,,1) < m. Wstepnie zauwazmy,
ze

X1 oepq! - (p— )P p) =X (e ..o cp1 )y p).

Dalej mozemy przeprowadzi¢ nastgpujace szacowanie:

m m
X(cp!-rcp—1l,p) < {J—{J +X(c!-cp1!yp
(e epatip) < | 2| = | X (ertepmnlp)

Cp_ c

— my_|m 4 QJ+...+ r IJ_A'_\‘ J_|_ _A'_\‘ P— 1J+...

Lp] L2p] Lp z p?
< m| |m N e Fep J {cﬂr “+cp 1J+ N

Lpl L[2p] L p
< |m m N mJ{_{m { J+
S Lel L2p] L2p 2T
= X(m!,p) (5)

Zauwazmy, ze dla m < p zachodzi {%J = LZPJ 0, a w przeciwnym przypadku mamy

{%J > {%J i wtedy na pewno w powyzszym ciagu poréwnan nie zachodzi réwnos¢.
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Podsumowujac wszystkie trzy przypadki dostajemy oszacowanie:

X(A(cry...oen),p) < X(mLp)+X((cp-p)lip)+...+X((ca-n)!,p)
= X(m! (cp-p)!-...-(cn-n)!,p)

Dodatkowo tatwo zauwazyé, ze prawdziwa jest nastgpujaca prosta wihasno§é
X(m!--ongl, p) < X((m1+---+ny)!, p), wigc mamy

X(A(cy,...ven)p) < X((m+cp-p+...+cp-n)l,p)
= X((c;-l+...+cy-n)l,p)
= X(n!,p)

Co wigcej, z przeprowadzonych obliczen wiemy, ze powyzsza nieréwno$¢ moze byc
réwnoscia tylko wtedy, gdy m < p oraz ¢; = 0 dla i > p. Otrzymujemy stad nastgpujacy
whniosek:

Whiosek 1 (O niezerowosSci) Niech m bedzie liczbq dzieci w kétkach mniejszych niz p, to
znaczy m=cil+cpp(l+1)+---+cp_1(p—1). Jesli B(cy,...,c,) #0 (mod p), tom < p
oraz c; = 0 dla kazdego i > p.

Uproszczona rekurencja

Z wniosku 1 wynika, ze poszukujac niezerowych wartosci B(cy,...,c,) 0 (mod p)
wystarczy rozwazy¢ konfiguracje, w ktérych nie ma kétek rozmiaru wigkszego niz p i mniej
niz p dzieci facznie stoi w kétkach rozmiaru mniejszego niz p. To oznacza, ze musimy
sformowac ¢, = |n/p] kétek rozmiaru p, a pozostate n mod p dzieci rozmiesci¢ w kétkach
rozmiaru mniejszego niz p. Widzimy wigc, ze zachodzi nastgpujacy wzor:

n (cp-p)!
S(n,k,1) (c,, . p) . c,,[!J g -S(nmod p,k—cp,1) (mod p)

n!

.S d p,k—cp,l d
cp!-pr - (nmod p)! (nmod p,k—cp,1) (mod p),

Pierwszy czynnik drugiego wiersza mozemy jeszcze bardziej uprosci¢. Powotujemy sig¢ przy
tym na nastgpujace ogélnie znane twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Wilson) Dla dowolnej liczby pierwszej p prawdq jest, Ze
(p—D!'=-1 (modp)

To oznacza, ze dla kazdego j mamy ]"[f:ll (j-p+i)=—-1 (modp). Stad odpowiednio
grupujac czynniki z#! otrzymujemy:

cp—1p—1 nmod p
<HHk p+l> Pyl < H (c,,~p+k)>.

I =1
(**)

) (**%)

Zauwazmy, 7e:
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(*) réwna sie (—1)° z twierdzenia Wilsona,
(**) skraca sie z mianownikiem,
(***) podzielona przez (n mod p)! réwna si¢ 1, co wynika stad, iz:
(¢cp-p+1)---(cp-p+nmod p) = (nmod p)! (mod p) (6)
i dalej, korzystajac z faktu, ze gdy
da=db (modc) oraz NWD(d,c)=1

to
a=b (modc),

po podzieleniu kongruencji (6) stronami przez (n mod p)! otrzymujemy:

(cp-p+1)-(cp-p+2)--(¢p- p+nmod p)
(n mod p)!

=1 (mod p).

Stad ostatecznie otrzymujemy

n!

—1)% d
cpl-pr-(nmod p)! (=1) (mod p)

i mozemy sformutowacé:

Whiosek 3 (Uproszczona rekurencja)

S(n,k,1) = (—1)"% . S(n mod p,k— |n/k]|,I) (mod p)

Algorytm

Wykorzystujac uproszczona rekurencje mozemy rozwiazaé zadanie duzo szybciej niz
poprzednimi metodami. Dostajemy algorytm dziatajacy w czasie O(p?), gdzie p jest liczba
pierwsza, modulo ktéra chcemy otrzymaé wynik. Co prawda 2005 nie jest liczba pierwsza,
gdyz rozktada si¢ na czynniki 2005 = 5-401. Zauwazmy jednak, ze 5 i 401 to liczby
pierwsze i mozemy obliczy¢ liczbg réznych ustawien dzieci modulo te liczby — oznaczmy je
odpowiednio przez a i b. Chifiskie twierdzenie o resztach méwi, ze w zbiorze {0, 1,...,2004}
jest doktadnie jedna liczba ¢, taka ze c =a (mod5) i ¢ =b (mod401). Najprostszy
sposéb, aby ja znaleZ¢, to sprawdzi¢ wszystkich kandydatéow od 0 do 2004.

Testy

Zadanie testowane bylo na zestawie 20 danych testowych pogrupowanych w pary.



Tance w kotkach 151

Nazwa n k 1 Opis
tanla.in 82 3 18 | test poprawnoSciowy
tanlb.in 1000 1000 | 1000 | test poprawnosciowy
tan2a.in 400 200 2 | test poprawno$ciowy
tan2b.in 1000 22 10 | test poprawnoSciowy
tan3a.in 976 6 43 | test poprawnos$ciowy
tan3b.in 988 200 | test poprawnosSciowy
tanda.in 4 1 3 | test poprawnos$ciowy
tan4b.in 800 21 21 | test poprawnoSciowy
tanSa.in 167 5 18 | test poprawnoSciowy
tan5b.in 4717 18 5 | test poprawnos$ciowy
tanba.in 5555 1111 2 | maty test wydajnosciowy
tan6b.in 197512 144 3 | maty test wydajnoSciowy
tan7a.in 50000 130 9 | maty test wydajnosciowy
tan7b.in 20000 2000 4 | Sredni test wydajnoSciowy
tan8a.in 1234581 3079 116 | duzy test wydajnosSciowy
tan8b.in 1000000000 | 500111000 102 | duzy test wydajnosciowy
tan9a.in 999999492 2493765 105 | duzy test wydajnoSciowy
tan9b.in 1000000000 10000 8 | duzy test wydajno$ciowy
tanl0Oa.in | 1000000000 | 200000000 4 | duzy test wydajnoSciowy
tanlOb.in 999999999 5988023 76 | duzy test wydajnosciowy
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Estetyczny tekst

Rozwazmy dowolny tekst ztoZony z n stéw ponumerowanych od 1 do n. Dowolny podzial tego
tekstu na k wierszy reprezentujemy za pomocq takiego ciggu liczb (ay,ay,...,ax_1), Ze slowa
o numerach od 1 do ay znajdujg sie w pierwszym wierszu, stowa o numerach od a; + 1 do
ay znajdujg sie w drugim wierszu itd., a stowa o numerach od aj_y + 1 do n znajdujg sie
w ostatnim, k-tym wierszu.

Kazde slowo ma okreslong dlugosé (wyrazong liczbg znakéw). Diugosé stowa o numerze
x oznaczamy przez length(x). Ponadto kazde dwa sgsiednie slowa w wierszu sq oddzielone
odstepem szerokosci jednego znaku. Dlugo$cig wiersza nazywamy sume dlugosci wszystkich
stow w tym wierszu powiekszong o liczbe odstepow miedzy nimi. Diugo$é wiersza o numerze
w oznaczamy przez line(w). Oznacza to, Ze jezeli w wierszu o numerze w znajdujg sie stowa
o numerach od i do j wlgcznie, to dlugosé tego wiersza wynosi:

line(w) = length(i) +length(i+1) +... +length(j)+ (j—1)

Dla przyktadu, rozwazmy tekst zloZony z 4 stow o dlugo$ciach kolejno 4, 3, 2 i 5 oraz jego
podzial (1,3) na 3 wiersze. Wdowczas dlugosé pierwszego wiersza wynosi 4, drugiego — 6,
a trzeciego — 9:

XXXX (1. wiersz)
XXX XX (2. wiersz)
XXXXX (8. wiersz)

Wspdlczynnikiem estetycznosci podzialu danego tekstu na k wierszy nazywamy liczbe

WYrazong wzorem:

|line(1)—line(2)| +|line(2)—line(3)| +...+|line(k—1)—line(k)|
W szczegolnosci, jezeli podzial zajmugje tylko jeden wiersz, jego wspotczynnik estetycznosci jest
rowny 0.

Im mniejszy jest wspdlczynnik estetycznosci, tym bardziej estetyczny jest dany podzial.
Rozpatrujemy tylko takie podzialy, w ktorych diugosé Zadnego wiersza nie przekracza pewnej
statej liczby m.  Sposrod wszystkich takich podzialow danego tekstu na dowolng liczbe
wierszy poszukujemy podziatu majbardziej estetycznego, czyli o minimalnym wspdlczynniku
estetycznosci. W podanym powyzej przykladzie wspotczynnik estetycznodci podziatu jest réwny
8 1 jest to minimalna warto$é wspélczynnika estetycznosci dla m = 6 lubm = 7.

Zadanie
Napisz program, ktory:
o Wezyta ze standardowego wejscia liczby m i n oraz dlugo$ci kolejnych stow.

o Wyznaczy minimalny wspolczynnik estetycznosci dla tych podzialow, w ktorych dlugosé
Zadnego wiersza nie przekracza m.

o Wypisze wynik na standardowe wyjscie.
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Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera liczby catkowite m in, 1 <m < 1000000,
1 <n< 2000, oddzielone pojedynczym odstepem. Drugi i ostatni wiersz wejscia zawiera n
liczb calkowitych bedgcych dlugosciami kolejnych stéw, 1 <length(i) <m dlai=1,2,...,n,
pooddzielanych pojedynczymi odstepami.

Wyjscie

Pierwszy 1 jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe calkowitq:
minimalny wspotczynnik estetycznodci dla tych podzialow, w ktérych diugosé zZadnego wiersza
nie przekracza m.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:

6 4
4325
poprawnym wynikiem jest:

3
Dla danych wejsciowych:

4 2
12
poprawnym wynikiem jest:

Rozwigzanie

Rozpocznijmy od pewnych uproszen zadania, ktére utatwia prezentacjg rozwiazania. Po
pierwsze zauwazmy, Zze mozemy zapomnie¢ o odstgpach pomigdzy wyrazami w wierszu, jesli
zwigkszymy o 1 dlugos$é kazdego stowa oraz ograniczenie dlugosci wiersza m. Wdéwczas
dlugo$¢ wiersza mozemy liczyé po prostu jako sumg dlugosci wystepujacych w nim
wyrazow.

WprowadZzmy takze nastgpujace terminy: minimalnym podziatem danego tekstu
bedziemy nazywali minimalny wspétczynnik estetycznosci podzialu tego tekstu na
wiersze, przy czym minimum bierzemy albo po wszystkich podziatach, albo po pewnych
szczegllnych podziatach (bedzie to wynikato z kontekstu). Ponadto prefiksem tekstu
bedziemy nazywac tekst ztozony z poczatkowych wyrazéw tekstu, czyli ze stéw o numerach
1,...,k dlapewnego 1 <k < n.
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Proste rozwiagzanie dynamiczne

Mozemy teraz przystapi¢ do poszukiwania efektywnego rozwiazania problemu. Naturalng
metoda, ktéra przychodzi na mysl w przypadku zadan optymalizacyjnych podobnych do
naszego, jest programowanie dynamiczne. Postgpujac zgodnie z ta technika postaramy sig
wyznaczy¢ minimalne podziaty wszystkich prefikséw danego tekstu, otrzymujac ostatecznie
minimalny podziat catosci.

Jednak aby wyznaczy¢ minimalny podziat okreslonego prefiksu, nie wystarczy obliczy¢
wczesniej jedynie minimalne podziaty dla wszystkich krétszych prefikséw. Dla kazdego
z nich musimy takze uwzglednié r6zne mozliwe dtugosci ostatniego wiersza, by w zaleznosci
od tej wartoSci ustali¢ wspétczynnik estetycznosci po dolozeniu kolejnego wiersza.

Niech wigc sumay oznacza sume diugosci stéw o numerach x,...,y, a wynik) niech
oznacza minimalny podzial prefiksu ztozonego ze stéw 1,...,y, w ktérym ostatni wiersz

sktada sig ze stéw o numerach x, . ..., y. Jezeli sumay < m, to warto$¢ wynik’, mozemy obliczy¢
nastgpujaco:

>x=
wynik%:{o dlay>x=1, ¢h)

min{wynik! ' + |suma; — suma>~'| 1 1 <z<x} dlay>x>2

W przypadku, gdy sumay > m, przyjmujemy wynik}, = oo.

Wszystkie wartosci sumay mozemy obliczyé w czasie ®(n?):

1: for x:=1 to n do

2: begin

3. suma, = length(x);

4:  for y:=x+1 to n do

5: sumay ‘= suma}f1 + length(y);
6: end

Nastepnie korzystajac ze wzoru (1) mozemy zapisa¢ prosty algorytm, pozwalajacy
wyznaczy¢ koficowy wynik min{wynik? : 1 < x < n} w czasie @(n?). Jednakze przy
podanym w treéci zadania ograniczeniu na n taka ztozono$¢ nie jest satysfakcjonujaca.

Przyspieszenie obliczen

Okazuje sig, ze algorytm mozna przyspieszyé, jeSli zmienimy nieco sposéb obliczania
warto$ci wynik. W tym celu przeksztatcimy wzér (1) wyodrebniajac przypadki, gdy ostatni
wiersz jest krétszy od poprzedniego:

wynik}, = min{min{wynik ' + suma’ "' — suma), : suma’~"

y
> suma},

min{wynik} " — suma’~" + suma}, : suma>' < sumal}} =
= min{min{wynik} ' +suma’ " : suma>" > suma)} — sumal,

: g x—1 -1 . x—1 y y
min{wynik ' —suma. ' : suma, = < suma)}+ suma),}

Nastepnie rozwazmy ustalone wartoSci x i y. Niech g bedzie maksymalna liczba w przedziale
1 < g < x, dla ktorej sumaj;’l > sumay. Jezeli takie ¢ nie istnieje, to przyjmujemy g = 0.
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Wéwczas nlerownosc suma; U'> sumay zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z < ¢, jako ze
warto$é suma’, maleje wraz ze wzrostem wartosci a. Ponadto wprowadzmy oznaczenia:

mniejszey, = min{wynik), + suma), : a < x}

wieksze, = min{wynik), — suma’, : a > x}

Przyjmijmy przy tym mm‘ejszeﬁ = oo oraz wiekszef, +1 = °. Z poczynionych obserwacji
wynika, ze: '
min{wynik: ' + suma’~"

xX—
¢4
x—1 .
¢4

min{wynik:~' — suma
Stad ostatecznie wzor (1) sprowadza si¢ do nastgpujacej postaci:
wyniky=min{mniejsze,” - sumay, wieksze, ;| Ut suma)} 2)

Mozemy wigc zapisa¢ schemat rozwigzania wzorcowego:

1: for y:=1 to n do

2: begin

3. for x:=1 to y do oblicz wynik’,

4. for x:=1 to y do oblicz mniejszex

5. for x:=y downto 1 do oblicz wieksze),
6: end

Jezeli dla danych x i y znamy wartos¢ g, to dzigki formule (2) mozemy obliczy¢ wynik),
w linii 3 w czasie stalym dla kazdego x. WartoSci mniejszex i wieksze) dla kazdego x
réwniez tatwo obliczy¢ w czasie statym — wystarczy wykorzystac mm'ejszei;] do obliczenia

mniejszey oraz wieksze)yc 1 do obliczenia wiekszey (stad odwrécona kolejnos¢ petli w linii 5):

mnie jsze}, = min(mniejsze, |, wynik} + suma)

wieksze), = min(wieksze,, |, wynik} — sumay)

Pozostaje zastanowié sig, w jaki sposéb wyznaczy¢ indeks g. Mozna zastosowad
wyszukiwanie binarne wykorzystujac przy tym monotoniczno$¢ funkcji suma. Woéwcezas
wyznaczenie kazdej wartosci g, a tym samym obliczenie wartosci wynik), wymaga czasu
O(logn), wiec caly algorytm dziala w zlozonosci czasowej @(n’logn). Mozna jednak
postapié sprytniej. Zauwazmy, ze jezeli przy ustalonym y zwigkszamy x (tak jak w linii 3),
to zmniejsza sie sumay, wiec warto$¢ g moze sie tylko zwiekszyé lub pozostaé niezmieniona.
Tak wigc wykonujac obliczenia w linii 3, mozemy dla kolejnych wartosci x poszukiwaé
wartosci ¢, poczawszy od indeksu g znalezionego w poprzedniej iteracji petli. W ten spos6b
wyznaczymy wszystkie wartoSci ¢ dla danego y w tacznym czasie liniowym. Zatem kazdy
krok gtéwnej petli wykonamy w czasie liniowym, czyli otrzymamy algorytm o ziozonosci
Q(n?).

ssumal ' > sumal} = min{wynik} ' +sumal ' 1z < q} = mniejsze,

ssumal" < sumal} = min{wynik! ' —sumat " : 7 > q} = wieksze, o '

1
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Jako podsumowanie opisu algorytmu zamieszczamy jego pseudokod:
1: for y:=0 to n do
2:  mniejszey = oo;
3: for y:=1 to n do

4: wiekszeiﬂ 1= oo

5: for y:=1 to n do

6: begin

7. {tablica wynik }

8 q:=0;

9: for x:=1 to y do
10:  begin

11: if suma, > m then
12: begin

13: wyniky := oo;

14: continue;

15: end

16: if x=1 then

17: begin

18: wyniky 1= 0;

19: continue;

20: end

21: while (¢g+1<x—1) and (suma;;ll > sumay) do
22: q:=q+1;

23: wyniky 1= min(mniejsze}”! — sumaz, wiekszej;:r} + sumay);
24:  end

25:  { tablica mniejsze }

26 for x:=1 to y do

27: mnie jszey := min(mnie jsze
28:  { tablica wieksze }

20: for x:=y downto 1 do
30: wiekszey := min(wieksze),
31: end

y

1> wyniky + suma);

0y .
1, wyniky — sumay);

Implementacja rozwigzania wzorcowego znajduje si¢ w plikach est.cpp i est0.pas
(rozwiazanie dzialajace w czasie @(nz)) oraz w estsl.cpp 1 ests4d.pas (rozwigzanie
dziatajace w czasie ®(n”logn)).

Testy

Ponizej znajduje si¢ opis zestawu danych testowych, na ktérych byty oceniane rozwiazania
zawodnikow. Pary testéw 8a i 8b, 9a i 9b, 10a i 10b oraz 11a i 11b zostaty pogrupowane.
Rozwiazania o ztozonosci ®(n?) lub @(n?logn) przechodzily wszystkie testy. Rozwiazania
o ztozonosci ®(n?) nie przechodzity grup testéw 5, 6, 8,9, 10, 11. Niepoprawne rozwiazania,
ktére polegatly na zachtannym umieszczaniu w wierszach maksymalnej liczby stéw, nie



przechodzity prawie zadnego z testow.

Nazwa m n Opis

estl.in 10 4 | maly, poprawnosSciowy

est2.in 11 8 | maty, poprawnosciowy

est3.in 99 3 | maty, poprawnosciowy

estd.in 1000 80 | losowy

est5.in 3000 | 1000 | zawierajacy duzo jednoliterowych stéw i na koricu
kilka dtugich losowych

est6.in 650 | 1303 | zawierajacy duzo jednoliterowych siéw i na koncu
3 dluzsze

est7.in 1000 | 1400 | losowy; zawierajacy na poczatku na zmiang jedno-
1 999-literowe stowa, ktérych nie mozna polaczyé
w wiersze

estSa.in 100 | 2000 | losowy; zawierajacy na zmiang¢ krotkie i dlugie stowa
— niektdre pary mozna potaczyé w wiersze, inne nie

est8Sb.in 100000 | 1754 | zawierajacy na poczatku i na koricu dlugie stowo,
a w Srodku duzo krétkich losowych

est9a.in 1000000 | 2000 | losowy; zawierajacy krotkie stowa, ktore sig mieszcza
w jednym wierszu

est9b.in 1000 | 2000 | jak wyzej, ale slowa si¢ nie mieszcza w jednym
wierszu

estlOa.in | 1000000 | 2000 | losowy

est10b.in 999752 | 2000 | losowy; zawierajacy w §rodku 500 dtugich stéw, a na
poczatku i na koricu po 750 krétkich

estlla.in 13 7 | maty, poprawnosciowy

estl1b.in 999999 | 2000 | zawierajacy wiele krotkich stéw poprzedzielanych
dlugimi, odpowiedz 0
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Krysztaly

Bagtocy opracowal proces tworzenia krysztalow zloZonych z okreslonej liczby atomow réznych
pierwiastkow. Po latach eksperymentow udalo mu si¢ znaleZé formule, ktora opisuje, dla
jakiej liczby atomow poszczegolnych pierwiastkow mozna wytworzyé krysztal sktadajocy sie
z tych atomow. Ciekawi go jak wiele réznych krysztalow moze otrzymaé.

Niech x iy oznaczajg nieujemne liczby catkowite. Przez x @y oznaczmy wynik wykonania
operacji xor na odpowiadajgcych sobie bitach liczb x ©y. Wyniki dzialania operacji zor na
bitach to: 1®1=000=0,100=001=1.

Na przyklad, 44 ® 6 = (101100), & (000110), = (101010), = 42.

Bajtocy zna n rézinych pierwiastkow, ponumerowanych od 1 do n. Dla kazdego pierwiastka
i istnieje gorne ograniczenie m; na liczbe atomow tego pierwiastka, jaka moze byé uzyta do
stworzenia krysztatu. Utworzenie krysztalu, ktory sklada sie z a; atomow i-tego pierwiastka
(dlai=1,...,n) jest mozliwe tylko, gdy:

o 0<a;<mj, dlai=1,2,...,n,
® a1 d...Ba, =0, oraz
® ay+ay+---+ap=1.

Ostatni z powyzszych warunkéw oznacza, Ze krysztal musi skladaé sie z przynajmniej jednego
atomu.

Zadanie
Napisz program, ktory:

o Wezyta ze standardowego wejscia liczbe pierwiastkow oraz ograniczenia na liczbe atomdw
danego pierwiastka w krysztale.

o Whyliczy liczbe réinych krysztatow jakie mozna otrzymad.

o Wypisze wynik na standardowe wyjécie.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera liczbe pierwiastkow n, 2 <n < 50. W drugim
i ostatnim wierszu znajduje si¢ n liczb my,...,my, pooddzielanych pojedynczymi odstepami,
1<mi< 23?1,

Wyjscie

Twaoj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie jedng liczbe — liczbe krysztalow, ktore
mozna otrzymad. Mozesz zalozyé, ze liczba ta jest mmiejsza od 2%% — 1.
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Przyklad

Dla danych wejsciowych:

3

213

poprawnym wynikiem jest:

5

MoZliwe ilo$ci atomdéw poszczegdlnych pierwiastkéw to: (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (2,0,2),
(2,1,3).

Rozwigzanie

XOR

Podstawa rozwiazania zadania jest znajomos$¢ wlasnosci operacji roznicy symetrycznej xor,

dlatego zanim przejdziemy do poszukiwania rozwigzania, warto wlasnosci te przypomniec.

Operacje @& wykonujemy na bitach, czyli liczbach 01 1. Mozemy jq zdefiniowaé jako
x®y=x+y mod 2,

co mozna przedstawié takze w formie tabeli:

— o|®

0 1
0 1
1 0

Nastgpujace wlasnosci tatwo wynikaja z definicji:

xdx=0 (D

xd0=x 2

xPy=ydx 3
x&(®z)=(xd®y) Pz 4)

Wiasnosci (3) i (4) — przemiennos¢ i tqcznosé dziatania — oznaczaja, ze wynik operacji dla
wigkszej liczby argumentow:
xl @X2@...®xk

nie zalezy od tego, w jakiej kolejnosci ustawimy argumenty i jak rozstawimy nawiasy
W wyrazeniu.

Operacje @ uogdlnia si¢ na dowolne nieujemne liczby catkowite — w tym celu liczby
zapisujemy binarnie, czyli w systemie dwdjkowym:

x=(br_1...bibo)y =by_1- 25144 by -2 by -2°,

gdzie by,...,by—1 € {0,1} sa cyframi, zwanymi tez bitami. Bit by nazywamy najmniej
znaczqcym, a bit by_; — najbardziej znaczqcym. Dla wygody ponumerujmy jeszcze bity
X W nastepujacy sposob: by bedzie bitem pierwszym, by bitem drugim, ..., by_; bitem k-tym.
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Zauwazmy, ze za pomoca k bitéw mozemy zapisaé kazda liczbe x spetniajaca nieréwnosci
0 < x < 2K — 1 — zapis taki nazywamy reprezentacjq k-bitowq liczby. Jezeli dodatkowo
21 < x < 2K — 1, czyli by_; = 1, to x nazywamy liczbq k-bitowq.

Wynik operacji xor dla dwéch liczb definiujemy jako liczbg zlozong z bitéw, powstatych
przez wykonanie operacji xor na odpowiadajacych sobie bitach tych liczb:

(ak,l .. .a1a0)2 (&) (bk,1 .. .b1b0)2 = ((akfl @bkfl) ... (a1 @bl)(ao EBbo))2.
Na przyktad:

o5 = (22+2)@ (2% +2% = (1100), @ (0101),
= ((180)(181)(0&0)(0® 1)), = (1001); =27 +2°=09.
Wriasnosci (1)-(4) pokazane dla bitéw, zachodza takze dla nieujemnych liczb catkowitych.

Przypomnijmy, ze naszym zadaniem jest znalezienie dla zadanego ciagu my,...,m,
liczby elementéw zbioru:

K(my,...,my)={(a1,...,an) :a1® - ®a,=0,0<a; <mjdlai=1,...,n}.

Szukana liczba krysztaléw bedzie oczywiscie o jeden mniejsza, poniewaz z rozwiazania
wykluczamy element (0, ...,0).

Rozwigzanie wzorcowe

Przyjmijmy, ze ograniczenia na liczbe atoméw kazdego z pierwiastkow spetniaja
nieréwnosci: my = mp > ... > m,. Jesli tak nie jest, to oczywiScie mozemy na wstepie
te liczby posortowac.

Sprébujmy wyrazi¢ w inny sposéb rownosé a; & - - - P a, = 0. Zauwazmy, ze wynik xor
dla ciagu bitéw jest réwny zero wtedy i tylko wtedy, gdy w tym ciagu wystepuje parzysta
liczba jedynek. Mozna stad wywnioskowac, ze:

Fakt 1 Rownos¢ ay @ --- ® a,, = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j liczba
Jedynek w ciqgu powstatym z wzigcia j-tych bitow liczb ay, ..., a, jest parzysta.

Zanotujmy tez inng wtasnos¢.
Fakt 2 Rownosé a; @ - -- @ a, = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = ar @ --- ® ay,.

Dowéd Nastepujace rownosci sg rGwnowazne:

ag®ar®---da, = 0,
a@ardar®---®a, = a @O,

0Gar®---Pa, = a,

ad---da, = a.
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Latwy przypadek

Fakt 2 oznacza, ze jesli mamy ciag n argumentéw i ustalimy wartosci n — 1 sposréd nich, to
tylko dla jednej warto$ci pozostalego argumentu wynik xor dla catego ciagu jest rtéwny zero.
Ze spostrzezenia tego moze zrodzi¢ si¢ nastgpujacy pomyst. Wybierzmy dowolnie ciag liczb
ap,...,a, spetiajacych ograniczenia 0 < @¢; <m; dlai =2,...,n1 wyznaczmy wartos$¢ a; ze
wzoru z faktu 2. Poniewaz m; — ograniczenie na ai, jest najwigksze (czyli jest wigksze lub
réwne od kazdej z liczb as, ..., a,), wigc moze takze a; < m;.

Przy takich optymistycznych zatozeniach liczba szukanych wyboréw ay, ..., a,, takich ze
a1 @ - da, =0, wynositaby po prostu (my+1)-...-(m, + 1). Niestety, nie zawsze jest tak
dobrze. Na przyktad, dlaay; = 1ia3 =2 orazm; =mp =m3 =2, mamy a; = 1 H2 =3, czyli
liczbe wieksza od 2.

Zastanéwmy si¢ jednak, czy potrafimy okresli¢, jakie warunki muszg spetnia¢ wartosci
my,...,my, zeby dla dowolnie wybranych ay < my,...,a, < m,, zachodzita nieréwnos¢
ar@---Ba, <my? Otoz, jesli my, ..., m, sa co najwyzej k-bitowe, to wtedy takze ay, ..., a,
sa co najwyzej k-bitowe i ap @ --- ® a, < 28— 1. Wystarczy wige, ze my > 28— 1, by a;
miescito si¢ w zadanym ograniczeniu. Podsumujmy powyzszy wywdd nastepujacym faktem:

Fakt 3 Jesli istnieje k takie, Ze my > 21> my = ... > my, to liczha elementow zbioru
K(my,...,my) jest rowna (my+1)-...- (m, +1).

Redukcja

Niestety nie zawsze mamy do czynienia z tatwym przypadkiem. Sprébujmy wigc podazaé
w strong rozwiazania problemu redukujac dany (nietatwy) przypadek do nieco mniejszego.
Sposéb redukcji bedzie raczej nietypowy. Zamiast zmniejsza¢ liczbe elementéw ciagu
ai,...,a, postaramy si¢ go troche¢ ,,0kresli¢”, czyli ustali¢ wartoS§ci wybranych bitow
w liczbach ay,...,a,. Aby bylo nam wygodniej odwolywaé si¢ do poszczegélnych bitéw
tych liczb, wprowadZmy nastgpujace oznaczenia. Zatézmy, ze m jest liczba k-bitowa, stad
wszystkie dopuszczalne wartosci ay, .. ., a, sa liczbami co najwyzej k-bitowymi i dla kazde;j
z nich mozemy przedstawi¢ reprezentacje k-bitowa: a; = (bi_,...bibl), dla 1 <i < n.
Jeden krok redukcji bedzie polegal na ustaleniu wartosci wszystkich najbardziej znaczacych
bitow b,i_l,bf_l, ...,b_;. W ten spos6b rzeczywiscie zredukujemy rozmiar problemu nie
zmniejszajac co prawda dlugosci zadanego ciagu, ale ,,skracajac” jego elementy.

Zatézmy, ze z ograniczenn wynika, iz tylko s poczatkowych liczb ay,...,a, moze by¢
k-bitowych, czyli:

2k >my,... Mg = PARLISS Mg 1y... My,

Oznacza to, ze bity b,ifll ,b‘,‘;le, ...,b? | musza by¢ zerami, a wartosci b _,,b? |,...,b} |

mozemy wybra¢. Oczywiscie wybor nie moze by¢ catkowicie dowolny — zgodnie z faktem
1 musimy wybra¢ jedynke dla parzystej liczby bitéw. Niech I C {I1,...,s} bedzie zbiorem
indekséw tych bitéw, dla ktérych wybraliSmy warto$¢ 1.

Oznaczmy przez d,...,a, pozostale do ustalenia czesci elementow aj,...,a,, czyli
a§ = (b};fz ... bf))z. Jakie ograniczenia musza spetnia¢ ich wartosci?

e Dla i > s wartoscia a§ moze byé dowolna warto$é ze zbioru {0,...,m;}, a wigc
ograniczenie na wartosci a; nadal wynosi m;.
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e Rozwazmy i < s oraz i ¢ I, czyli element g;, dla ktérego przyjeliSmy b};f, = 0.
Poniewaz jednoczesnie m; > 2K~ wiec pozostale bity a; mozemy wybieraé catkowicie
dowolnie — na pewno nie przekroczymy zadanego ograniczenia. Mozemy wigc
przyjaé, ze pozostaje nam do wyboru warto$¢ a; ze zbioru {0, ... 251 1)

e Pozostal przypadek i < s oraz i € I, czyli warto$¢ a;, dla ktérej przyjeliSmy
b,_, = 1. Aby nie przekroczy¢ ograniczenia m; warto$¢ a; musimy wybra¢ ze zbioru
{0,...,m; —2F1}.

Podsumowujac, po ustaleniu k-tych bitow w elementach ay,...,a, otrzymaliSmy ciag
dj,...,a,, dlaktérego ograniczenia, oznaczmy je m,...,m,, wynosza odpowiednio:

o m,=m;dlai>s,
o m=2"""—1dlai<sii¢lI,
o mj=m—2"dlai<siiel

Nowe ograniczenia (a tym samym wybierane elementy) sa wigc liczbami co najwyzej
(k—1)-bitowymi.

Plon redukcji

Niestety plon zaproponowanej redukcji moze by¢ dos¢ liczny. Z ciagu k-bitowych ograniczen
my,...,m, powstaje tyle podprobleméw, na ile sposobéw mozemy ustawi¢ najbardziej
znaczace bity w opisanym wyzej kroku redukcji. Poniewaz liczba réznych podzbioréw
zbioru {1,...,s} parzystej mocy jest rzedu O(2*), wigc otrzymamy wiasnie tyle mniejszych
probleméw do rozwiazania.

Pesymizm jest jednak przedwczesny, gdyz wygenerowane w trakcie redukcji
podproblemy nie sa tak zupeinie przypadkowe. Wtasciwie jak si¢ dobrze przyjrzeé, to
mozna zauwazy¢, ze wigkszo§¢ z nich nalezy do przypadkéw tatwych. Otéz jesli nie
ustawiliSmy wszystkich bitéw réwnych jeden, czyli istnieje j € {1,...,s} takie ze b‘,ifl =0,
to wtedy m'; = 2k=1 — 1. W ciagu ograniczefi m}, ...,m], wystepuje wigc najwigksza liczba
(k—1)-bitowa — czyli mamy do czynienia z przypadkiem tatwym! Stad liczbe elementéw
zbioru K(m,...,m},) mozemy wyznaczy¢ na podstawie faktu 3, jako:

K (o omy)[ = (my 1) (o 1) (mf 1) (g + 1), (5)

Pozostaje tylko jeden przypadek nietatwy — gdy nie istnieje j & I, czyli przyjeliSmy
bi_y=bl_ | =---=b | =1 (oczywiscie moze si¢ to zdarzy¢ tylko wéwczas, gdy s jest
parzyste). Jest wigc co najwyzej jeden przypadek, gdy nie bedzie mozna uzy¢ wzoru (5)
i trzeba bedzie zastosowac rekursje.

Zostala nam ostatnia kwestia, z ktéra musimy si¢ uporac. Niestety przypadkow
fatwych jest bardzo duzo, wigc choé mamy gotowy wzdr, to policzenie sumarycznej liczby
krysztaléw, w ktérych przynajmniej na jednej pozycji i, takiej ze 1 < i < s, k-ty bit zostat
ustawiony na zero nie jest zadaniem tatwym. Jest to wrecz najtrudniejsza czg$¢ rozwiazania
i pokazemy cztery metody jej rozwiazania.
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Ostatnia kwestia

Metoda 1 — przegladanie wszystkich podzbioréw

Najprostszg metoda jest przejrzenie wszystkich podzbioréw I C {1,...,s} o parzystej liczbie
elementéw i réznych od zbioru {1,...,s}. Dla kazdego takiego podzbioru wyznaczamy
liczbg kombinacji uzywajac wzoru (5), a nastgpnie sumujemy wyniki czgSciowe. Podzbiorow
takich jest rzedu O(2°), wigc dla duzych s rozwiagzanie to jest zupeinie niepraktyczne —
przypomnijmy, ze s moze by¢ rowne nawet 50.

Metoda 2 — grupowanie podzbioréw

Mozemy uzyskac duze przyspieszenie w stosunku do metody 1, jesli na wybieranie podzbioru
I={i,ir,...} C{L,...,s} spojrzymy raczej jak na wybieranie podciagu m;, ,m;,, ... ciagu
my,...,mg. Zauwazmy, ze jesli elementy my,...,m; nie sa rézne, to dwa rézne podzbiory
indekséw I,I' C {1,...,s} moga dawaé takie same zbiory (z powtérzeniami) wartosci
{m;|ie€l}={m;|ie€l}. Dla takich podzbioréw formuta (5) zwraca taka samg wartos¢,
wigc obliczenia wystarczy przeprowadzié raz. Jest to bardzo optacalne wtedy, gdy wsrdd
liczb my,...,mg czgsto pojawiaja si¢ takie same, co jest bardzo prawdopodobne dla matych
k, gdyz wiemy, ze k=1 my,...,mg < 2k,

Wystarczy wigc wygenerowaé wszystkie mozliwe podzbiory wartosci {m,...,ms} i dla
kazdego z nich wyznaczyé liczbg podzbioréw indekséw {1,...,s}, z ktérych ten podciag
mozemy otrzyma¢. Oznaczmy przez Lj, 0 < j < 2¢71, liczbe wystapien wartosci 247! + j
w ciagu my,...,m;. Wtedy jeden podciag wartoSci mozemy otrzymac przez wybranie dla
kazdego 0 < j < 287! liczby l;, oznaczajacej liczbe wystapieri wartosci 2614 j w tym
podciagu. Musza by¢ przy tym spetnione warunki:

e 0</; <Ly,
e dhugos¢ podciagu, czyli Z l;, jest liczba parzysta.
0 j<2k-1

Dla danych /; liczba podzbioréw indekséw, ktdre daja w efekcie dany podciag wynosi

n.(x)
0<j<2k—l lJ

Technike grupowania mozemy stosowa¢ w dowolnym momencie, nawet dla wigkszych k,
gdyz nie musimy rozpatrywac w ogéle tych j, dla ktérych L; = 0.

Metoda ta okazuje si¢ by¢ szybka ze wzgledu na nalozone w zadaniu ograniczenie na
liczbe krysztatéw, co wykazujemy w ponizszym lemacie.

Fakt 4 Liczba réznych podciagow ciqgu {my, ... ,ms} nie przekracza 2'® = 65536.

Dowéd Oszacujmy od dotu warto$é K(my,...,m,). W tym celu policzmy tylko niektére
z mozliwych krysztaléw — rozwazmy przypadki, gdy as1; = ds42 = -+ = a, = 0 oraz
a; <21 dla i <s. Wtedy mozemy dowolnie wybra¢ wartosci ¢; dla 1 < i < s oraz
wyznaczyC a; ze wzoru ap @ - -- P ag (na pewno bedzie spelniaé ograniczenie a; < mj, bo
my =251, Wten sposéb, biorac pod uwagg tylko niektére z dopuszczalnych krysztatéw, juz
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.. . _1ys—1 . . . .. )
otrzymali$my ich (2¥=1)""". Z warunkéw podanych w zadaniu wiemy, ze liczba krysztatéw
jest mniejsza niz 2%4, wigc musza zachodzié nieréwnosci

2D < K(my, ... my) < 2%,
czyli (k—1)(s—1) < 641 dalej s — 1 < &, skad ostatecznie mamy oszacowanie:

64
< | —|. 6
g [k— J ©
Wynika stad, ze dla k > 5 ograniczenie dla s wynosi s < % = 16, wigc liczba wszystkich
podzbioréw {1,...,s}, a wigc i liczba réznych podciagéw jest mniejsza niz 2'6. To wykazuje
prawdziwos$¢ faktu dla k > 5.
PrzejdZmy teraz do przypadku, gdy k < 4. Liczba wszystkich réznych podciagéw ciagu

my,...,mg (niekoniecznie parzystej wielkosci i rozmiaru mniejszego od s) wynosi
p= J] @i+1),
0 j<2k-1

gdyz dla kazdego j liczbe I; mozemy wybiera¢ sposrdd liczb O,...,L;. Ponadto wiemy,

ze Z Lj=s, skad Z (Lj+1) = s+2"!. Stosujac nieréwnosé Cauchy’ego dla
0 j<2k-1 0 j<2k-1

Sredniej arytmetycznej i geometrycznej mamy:

Y (Lj+1)

k1 2k71
il I @i+1D< v 1 = s+k71 ;
0 <2k~ 2 2
skad dostajemy ograniczenie
s+42k1 2
P < <2k—1> . @)

Stosujac ograniczenia (6) i (7) dla k < 4 otrzymamy nastgpujace ograniczenia na liczbg

réznych podciagéw P. Dla k =4 mamy s < [%]= 22, wiec P < (28)" ~ 39107. Dla

k=3 mamy s < [%1 :232, wigc P < (%)4 =9* = 6561. Dla k = 2 wiemy, ze mamy
5 < 50, wige P < (3%2)7 =262 = 676. Podobnie dlak = 1, P < (%)l =51. |

Chociaz przedstawione rozwiazanie nie jest optymalne pod wzgledem zlozonosci
(na przyktad w poréwnaniu z przedstawiong dalej metoda 4), jest ono wystarczajaco szybkie
dla ograniczen z zadania i zostalo uzyte w rozwiazaniu wzorcowym.

Metoda 3 — programowanie dynamiczne dla malych k

Problem z duza liczba podzbioréw mozemy tez rozwigza¢ inaczej. Przy dowodzie faktu 4
uzyskaliSmy ograniczenie (6) na warto$¢ s. Oznacza to, ze dla wigkszych k liczba podzbioréw
{1,...,s} jest na tyle mata, Ze mozemy pozwoli¢ sobie na przejrzenie ich wszystkich.
Natomiast dla matych k, dajmy na to dla k < 6, mozemy zastosowaé technike programowania
dynamicznego do wyznaczenia licznosci K (my,...,my).
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Przypomnijmy, ze liczby my,...,m, sa co najwyzej k-bitowe, co migdzy innymi oznacza,
ze my,...,m, < 2*. Niech AJt,x] dla 0 <t < ni0 < x < 2* oznacza liczbe takich krotek
(a,...,a;), ze a;®---@a, =xorazdlai=1,...,t spetnione sg ograniczenia 0 < a; < m;.

Przy tych oznaczeniach szukana liczba jest A[n,0].

Na poczatku inicjujemy A[0,0] = 11 A[0,x] = 0 dla wszystkich 1 < x < 2. Nastepnie dla
kolejnych # = 1,...,n i kazdego 0 < x < 2% warto$¢ Az, x] wyliczamy na podstawie wartosci
Alr —1,-] uzywajac wzoru:

ny
Alt,x] = Z Alt—1,xDa).

a;=0
Poprawnos$¢ wzoru wynika stad, ze réwnos¢ a; @ --- B a,—1 b a; = x jest rGwnoznaczna
réwnosci a1 ® - B a1 = x D a;, a wiec liczba wszystkich takich krotek (ay,...,a;), ze
a; @ - ®a, = x jest rtbwna sumie, po wszystkich mozliwych wyborach a,, liczby takich
krotek (aj,...,a;—1),ze a1 ® - Ba,_1 =xDa,.

Czas liczenia A[t,x] dla danych ¢ i x wynosi O(m,) < O(2%), wiec catkowita ztozonosé

czasowa tego rozwiazania jest réwna O(n - 2K -2F) = O(n - 2%). Zatem dla k < 6 jest ono
wystarczajaco szybkie.

Metoda 4 — pelne programowanie dynamiczne

Przypomnijmy pierwotne sformutowanie problemu,
z ktérym teraz staramy si¢ uporaé. Mamy dane ograniczenia — co najwyzej k-bitowe liczby
my,...,m,. Przez s oznaczyliSmy najwigkszy indeks ograniczenia doktadnie k-bitowego,
czylimg > - > mg >21 —1>mg 1 > -+ > m,. Poszukujemy krotek (ai,as,...,a,)
spetniajacych ograniczenia 0 < a; < m; dla 1 < i < n, dla ktérych a1 @ --- @ a, = 0 oraz
nie wszystkie ay,...,as sa jednoczesnie wieksze niz 2F — 1. W tym celu ustalamy wartosci
najbardziej znaczacych bitéw ay,...,a,. Dla as+1,d5+2,...,a, Z racji ograniczen musimy
przyjac b,‘ill = b,‘izl = ... =by_, = 01 pozostaje nam znaleZ¢ liczbe ukladéw pozostatych
bitéw. Wiemy przy tym, ze suma bitow b,lc_l, ...,b;_, musi by¢ parzysta i wszystkie te bity
nie moga by¢ réwnoczesnie jedynkami.

Oznaczmy przez P[f] dlat =1,...,s+ 1 liczby takich ciagéw (a;,...,a,) spetniajacych
ograniczenia (my, ...,my), dla ktérych zachodza warunki:

(1) istnieje t < i < s, taki ze b};_l = (0 oraz
(i) liczba jedynek wsrdd bitéw b, ,b;::ll ,..-,bi_| jest parzysta i
(i) a;®---Pa,=0.

Analogicznie zdefiniujemy wartosci N[¢] dlat = 1,...,s+ 1, jako liczbg ciagéw (a,...,a,)
spetniajacych ograniczenia (my, ..., m,), dla ktérych zachodza warunki:

(i) istnieje t <i < s, takie ze bi | = 0 oraz

(i) liczba jedynek wsréd bitéw b}, b?::ll ,.+.,bp_, jest nieparzysta i

(i) ;@ Da, =2k,

Dla tak okreSlonych tablic P i N szukang przez nas wartoscia jest P[1]. Aby sprawnie
policzy¢ wartosci P i N udowodnimy pomocniczy
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Lemat 5 Niech 1 <t <s+1 oraz 0 < x < 2K, Liczba takich ciggow (ary...,an), dla
ktorych zachodzq ograniczenia (my,...,my,) oraz warunki (i), (ii) i a; ® - - ® a, = x wynosi
Pt]. Z kolei liczba krotek (ay,...,ay), dla ktdrych zachodzq ograniczenia (my,...,m,) oraz
warunki (i), (ii’) i a; & - - ® a, = 281 + x wynosi N[t].

Dowdd Pokazemy dowdd pierwszej czgsci lematu dotyczacej Plt] — dowdd dla Nt jest
catkowicie analogiczny. Uktady, ktére mamy zliczy¢ r6znig sig od tych z definicji Pt]
tylko warunkiem a; & - - - & a,, = x. Pokazemy, ze kazda krotke spetniajaca warunki definicji
P[t] mozna przeksztatci¢ w uktad spelniajacy warunki pierwszej czesci lematu. Ponadto
przeksztatcajac rézne krotki, dostaniemy rézne uktady wynikowe.

Niech (ay,...,a,) spetnia ograniczenia (m,...,m,) oraz warunki (i), (ii) i (iii). Niech
i bedzie indeksem, dla ktérego b};fl = 0 (jesli jest takich kilka, to wybieramy najmniejszy
z nich). Wiadomo, ze znajdziemy i < s, dla ktérego zachodzi ten warunek. Rozwazmy ciag
(ary...,ai1,a;®x,ai+1,...,a,). Spelnia on wszystkie warunki z definicji P|t]:

(i) bit b};_l =0,
(ii) suma bitéw b,_,,...,b; , nie ulegta zmianie, gdyz x jest liczba (k — 1)-bitowa,
(iii) a: B - Dai—1 @(aﬁBx)@a,-H b---Da, = (a,@m@an)@x:x.

Co réwnie wazne, warto$¢ a; @ x nie przekracza ograniczenia m;, poniewaz wybraliSmy
indeks i, dla ktérego b;'(_l =0, wiec q; < 21 (wtedy takze a; Bx < 2k=1y 4 ograniczenie m;
jest réwne co najmniej 281

Pozostaje juz tylko zauwazyC¢, ze dla dwéch réznych ciagéw A = (a,...,a,) i
C = (c,...,cp) transformacja daje dwa rézne ciagi.

e Jesdli ciagi réznia sie ktéryms$ z k-tych bitéw, to po transformacji nie moga staé si¢
rowne, bo operacja nie wptywa na k-te bity elementéw ciagow.

e Jesli A i C maja identyczne k-te bity, to w trakcie transformacji w obu ciagach
wybraliSmy ten sam i-ty element, ktéry poddaliSmy operacji xor z x. Niech j bedzie
indeksem, dla ktérego a; # c; na k — 1 mniej znaczacych bitach.

- Jeslii = j, czyli a; # ¢y, to takze a; D x # ¢; P x.

— W przeciwnym razie elementy a; oraz c; nie sa zmieniane w trakcie
transformacji, wigc pozostaja rézne.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze uktadéw spetniajacych warunki z pierwszej
czgéci lematu jest nie mniej, niz ukladéw spelniajacych warunki z definicji P[t].
Zdefiniowanie analogicznej transformacji w druga strong pozwala z kolei wykazaé, ze P[t]
jest nie mniejsze niz liczba uktadéw spetniajacych lemat, co dowodzi te¢ czes$¢ twierdzenia.

|

Mozemy teraz pokazaé, jak wyznaczyé wartosci Pf] i N[t] kolejno dla r = s+ 1,s,..., 1.
Dlat = s+ 1 mamy P[t] = N[t] = 0, gdyz nie mozemy spetnié¢ warunku (i). Rozwazmy P]t]
dlar <s:
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1. Zatézmy, ze ustawiamy b} _, = 1. Poniewaz zadamy, aby liczba bitéw ustawionych

na jeden wsréd bﬁc_l,bﬁill,...,bi_l byta parzysta, wigc tym samym liczba bitow
ustawionych na jeden wsréd bztll,...,b‘,‘éfl musi by¢ nieparzysta. Dla kazdego a;

spetniajacego ograniczenia 2! < @, < m; chcemy wyznaczyé liczbe takich krotek
(rg1y--yan), 26 s D a1 -+ Da, =0, czyli ze ;11 D+ Da, =a. Z lematu,
przyjmujac x = a;, wiemy ze jest ich N[t + 1]. Poniewaz warto$¢ a, mozemy wybraé na
m; —2¥=1 4-1 sposobéw, wigc w tym przypadku otrzymujemy (n2; — 281 4-1) - N[t + 1]

krotek spelniajacych warunki definicji Pt]

2. Zatézmy, ze ustawiamy b}_, = 0. Tym razem chcemy, by liczba bitéw ustawionych

na jeden wsréd bf:ll, ...,by_, byla parzysta. Podobnie jak w poprzednim przypadku

zauwazamy, ze dla kazdego 0 < @, < 2¥~! liczba takich krotek speniajacych réwnosé

a;® - Da, =0, wynosi Plt + 1]. Tym razem g, mozemy wybraé na 25~

wiec otrzymujemy 25~ 1. P[t 4 1] krotek.

1 Sposobow,

W tym przypadku istnieje jeszcze inna mozliwo$¢ utworzenia krotek spetniajacych
warunki definicji P[t]. Poniewaz mamy juz jeden bit ustawiony na zero (bj_, = 0),

mozemy dopusci¢ przypadek, gdy wszystkie pozostale bity bfill yo..,by_| sa rOwne

jeden. Takie uktady niestety nie sa uwzglednione w definicji P[r + 1].
liczbe takich krotek.

Wyznaczmy

e Jesli s — ¢ jest nieparzyste, to nie mozna spelni¢ warunku (i) definicji P[r] i liczba

szukanych krotek wynosi zero.

e Niech s —7 bedzie liczba parzysta. UstawiliSmy b}, = 0 oraz bﬁill =

by =1

(bity bifll,...,bzfl sa oczywiscie zerami z racji ograniczen (mgyi,...,my)).
Wybierzmy pozostale bity a;1,...,a, 1 wyznaczmy warto$¢ a; = a;+1 B --- P ay,
— na pewno spetnia ona ograniczenie m, > 2, gdyz liczba jedynek wsréd k-
tych bitéw a;+1,...,a, jest parzysta. Pozostaje nam obliczy¢, na ile sposobow
mozemy wybra¢ wartoSci a;41,...,a, po poczynionych ustaleniach. Dla i > s
warto$¢ a; wybieramy na m; + 1 sposobéw. Natomiast dlat+1 <i<s—na
m; — 21 41 sposobéw. Zatem laczna liczba krotek rozwazanego typu wynosi

(Mg =280 1) (g =2 ) - (mgy 1) - (my 1),

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla N[t]. W rezultacie otrzymujemy wzory:

_ k-1 . k-1 Jt+1] s—1tjest parzyste
P = (=24 1) N+ 1]+270- Pl 1]+ { 0 s — 1 jest nieparzyste

. k-1 . k1 0 s —t jest parzyste
Nip = Om =270 1) Pl 1] 4+277 - N+ 1]+ { Jt+1] s—1 jest nieparzyste

gdzie

J+1]=(me =25+ 1) g =25 D) (g D) - (mg 1),

Tablice J wyliczamy takze stosujac metode programowania dynamicznego.

Inicjujemy

Js+ 1] = (mgy1 +1) - ... - (my + 1), a nastgpnie dla 1 < r < s przyjmujemy

Jt] = (my =251+ 1) Tt +1].
Przedstawiona metoda jest bardzo szybka — ma ztozono$¢ czasowa O(n).
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Testy

Na zawody zostato przygotowanych 27 testow, za pomoca ktérych zostato utworzonych 20
zestawOw testow.

Nazwa n Opis
kryla.in 6 | test poprawnos$ciowy

krylb.in 2 | najmniejszy test — dwie jedynki
kry2a.in 7 | test poprawnoSciowy

kry2b.in 4 | test poprawno$ciowy

kry3a.in 7 | nieduze liczby (do 20)

kry3b.in 4 | test poprawnosciowy

kry4.in 10 | nieduze liczby (do 20)

kry5.in 13 | nieduze liczby (do 20)

kry6.in 20 | kilka Srednich liczb (ok. 1000)

kry7.in 25 | nieduze liczby (do 25)

kry8.in 10 | 3 duze liczby (ok. 1000000)

kry9.in 3 | 3 bardzo duze liczby (ok. 23?)

kryl0.in 25 | 3 srednie liczby (ok. 20000) i reszta dwdjek

krylla.in | 11 | 3 bardzo duze liczby (ok. 10%), reszta dwdjki i jedynki
kryl1b.in | 28 | same czworki, piatki i szostki

kryl2a.in | 9 | 4 duze liczby (od 10° do 10°), 10 i reszta dwéjki i jedynki
kryl12b.in | 34 | kilka nieduzych liczb (do 20) ireszta 1,213

kryl3.in 43 | mate liczby (do 5)

kryl4.in 28 | dwie liczby ok. 100000, dwie ok. 1000, reszta jedynki
kryl5a.in | 9 | kilka duzych, kilka matych liczb

kryl5b.in | 30 | cztery liczby ok. 4000, reszta jedynki i kilka dwéjek
kryl6a.in S | 5 liczb, w tym 3 bardzo duze (ok. 108-10%)

kryl6b.in | 50 | liczby nie wigksze od 4

kryl7.in 28 | nieznacznie zmodyfikowany test 14

kryl8.in 28 | dwie liczby ok. 10°, dwie ok. 103 i reszta jedynki
kryl9.in | 28 | dwie liczby ok. 2%, dwie ok. 2 i reszta jedynki

kry20.in 28 | dwa razy po 10°, dwa razy po 2° — 1 i reszta jedynki
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Palindromy

Maly Jas lubi bawié sie stowami. Wybral on sobie n palindroméw (palindromem nazywamy

stowo, ktore czytane od przodu i od tylu jest dokladnie takie samo, jak mp. ala, anna czy
kajak), a nastepnie utworzyl wszystkie mozliwe n? par sposréd nich i posklejal palindromy
wystepujgce w tych parach w pojedyncze stowa. Na koniec Jas policzyl, ile sposrod tak
otrzymanych stow stanowiq palindromy. Nie jest on jednak pewien, czy sie nie pomylil, dlatego
poprosit Ciebie o wykonanie tych samych czynnosci i podanie mu wyniku. Napisz program,
ktory wykona to za Ciebie.

Zadanie
Napisz program, ktory:
o wezyta ze standardowego wejscia palindromy, ktore podal Ci Jas,

o wyznaczy liczbe stow, wutworzonych z par wczytanych palindromow, ktére sq
palindromami,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejScia znajduje sie jedna liczba calkowita n (n > 2), oznaczajgca
liczbe palindromoéw podanych przez Jasia. Nastepnych n wierszy zawiera opisy palindromow.
Wiersz i + 1 sklada sie¢ z jednej dodatniej liczby catkowitej a;, oznaczajgcej dlugo$é i-tego
palindromu, oraz palindromu ztozonego z a; maltych liter alfabetu angielskiego. Liczba a;
1 palindrom oddzielone sq pojedynczym odstepem. Palindromy podane w roznych wierszach
sq rozne. Lgczna diugosé wszystkich palindromow nie przekracza 2 000 000.

Wyjscie

Pierwszy 1 jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedng liczbe calkowitg: liczbe roinych
uporzgdkowanych par palindromow, ktore po sklejeniu ze sobq dajg w wyniku palindromy.
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Przyklad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:

aa

OO Www NN O

aba
aaa

14

abaaba
aaaaa
abba

Rozwigzanie

Problem postawiony w zadaniu mozna rozwiaza¢ na wiele ré6znych sposobéw. W niniejszym
opracowaniu ograniczymy si¢ do analizy trzech najlepszych rozwiazai, a o pozostatych
wspomnimy pokrétce na koncu opisu. W kolejnych z prezentowanych metod w coraz
wigkszym stopniu bedziemy wykorzystywaé specyficzne witasciwosci palindromow,
co pozwoli nam konstruowaé coraz prostsze algorytmy i w koncu doprowadzi nas
do rozwigzania wzorcowego.

Na wstepie wprowadZmy kilka podstawowych definicji zwiazanych ze stowami.

Prefiksem stowa nazywamy dowolny spéjny poczatkowy fragment tego stowa, czyli
stowo ztozone z pewnej liczby jego poczatkowych liter. Na przyktad prefiksami stowa
aba sa: a, ab 1 aba, a takze stowo puste, ktére oznaczamy zazwyczaj symbolem €.

Sufiksem stowa nazywamy dowolny sp6jny koficowy fragment tego stowa. Na przyktad
sufiksami stowa aba sa: €, a, ba i aba.

Podstowem stowa jest jego dowolny spdjny fragment.

Prefikso-sufiksem slowa nazywamy podstowo, ktore jest jednoczes$nie prefiksem
i sufiksem danego stowa. Prefikso-sufiksami stowa aba sa: €, a i aba.

Odwréceniem stowa u (oznaczanym przez uR) nazywamy stowo, ktére skiada sie
z tych samych liter co u, ale zapisanych w odwrotnej kolejnosci. Oczywista i wazna
whasnoscia odwrécenia stéw jest réwnosé (uv)® = vRuR, gdzie uv oznacza sklejenie

stow u iv.
Dhugosciq stowa u (oznaczana przez |u|) jest liczba liter, z ktérych sktada sig to stowo.

k-tq potegq stowa u nazywamy stowo (oznaczane uf) réwne k-krotnemu sklejeniu
stowa u ze soba.

Okresem stlowa u nazywamy takie stowo v, ze v jest prefiksem u i istnieje taka liczba
naturalna k, ze u jest prefiksem *. FLatwo zauwazyé, ze ta trochg odmienna od
intuicyjnej definicja jest jej rOwnowazna: okres stowa to taki poczatkowy fragment
stowa, ktérego kolejnymi powtdrzeniami mozna pokry¢ cate stowo, przy czym ostatnie

powtdrzenie moze by¢ niepelne.
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Rozwigzanie pierwsze
Na wstepie zauwazmy, ze zachodzi nastgpujaca réwnowaznosc:

Obserwacja 1 Sklejenie dwoch palindromow jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy
krotszy z nich jest prefiksem dtuzszego i stowo powstate przez odcigcie krotszego palindromu
od dtuzszego jest takZe palindromem.

Dowdd Niech u i v beda palindromami. Zauwazmy, ze jesli stowo uv jest palindromem,
to uv = (uv)® = vRuR = yu, wiec uv mozna przedstawi¢ zaréwno jako sklejenie dtuzszego
palindromu z krétszym (w tej kolejnosci), jak i odwrotnie. Stad bez straty ogélnosci mozemy
przyjaé, ze |u| > |v|.
Réwnosé uv = vu mozemy zilustrowaé nastepujaco:
u

W

v=v

Rys. 1:  Ilustracja réwnosci uv = vu

Pozwala to nam dostrzec, ze v rzeczywiScie musi by¢ prefiksem u, a ewentualna pozostata
cze$é u (oznaczona na rysunku przez w) musi byé palindromem, gdyz musi spetniaé w = wk.
Z rysunku wida¢ takze, ze te dwie wlasnosci wystarczaja do tego, aby sklejenie uv byto
palindromem. |

Przy okazji powyzszego dowodu wykazaliSmy réwniez, ze w naszym zadaniu stowo uv
jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy vu jest palindromem, a zatem wystarczy wykonac
co najwyzej jedno sprawdzenie dla kazdej nieuporzadkowanej pary stow.

Teraz pozostalo nam jeszcze wymysli¢, w jaki sposéb zastosowaé poczyniong obserwacje
w konstrukcji efektywnego rozwiazania. W tym celu wykorzystamy kilka technik i struktur,
czesto wystepujacych w algorytmach tekstowych.

Drzewo TRIE

Definicja 1 Drzewo typu TRIE to drzewo z wyréznionym korzeniem stuzace do zapisywania
stow. Krawedzie tego drzewa sa etykietowane literami alfabetu i powiemy, ze stowo w jest
zapisane w drzewie, jesli idac $ciezka od korzenia w d6t drzewa mozemy stowo w ,,odczytaé”
z etykiet krawedzi na tej Sciezce. Sposéb zapisu stowa w drzewie musi by¢ jednoznaczny. To
znaczy, ze kierujac si¢ kolejnymi literami stowa mamy zawsze tylko jedna mozliwos¢ zejscia
w dét drzewa — z zadnego wierzchotka nie wychodza dwie krawgdzie etykietowane takimi
samymi literami. Dodatkowo, jesli zaktadamy, ze w drzewie sa zapisane (tylko) stowa wy,
wa, ..., Wi, to Sciezki wyznaczone przez te stowa musza pokry¢ cate drzewo TRIE. Warto
zauwazy¢, ze kazde stowo prowadzi nas w drzewie do pewnego wierzchotka — moze to by¢
lis¢, moze to by¢ takze wierzchotek wewngtrzny (w takim przypadku stowo na pewno jest
prefiksem innego stowa zapisanego w drzewie).
Przyktad drzewa TRIE dla stéw: aba, ba, b i abb jest przedstawiony na rysunku 2.
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aba abb

Rys. 2:  Przyktadowe drzewo TRIE

Jezeli taczna dhugo$é wszystkich stéw znajdujacych si¢ w drzewie TRIE wynosi d,
to wielko$¢ tego drzewa mozemy ograniczy¢ przez O(d) — wynika to stad, iz stowo dtugosci
d; pokrywa co najwyzej d; + 1 wierzchotkéw oraz d; krawedzi.

Wigcej o drzewach TRIE mozna przeczytaé na przyktad w ksiazce [15].

Wstawienie nowego stowa do drzewa TRIE jest koncepcyjnie bardzo proste — trzeba,
poczawszy od korzenia, wedrowaé w dot drzewa po §ciezce odpowiadajacej kolejnym literom
stowa, dopoki istnieja odpowiednie krawedzie. Gdy ich zabraknie, trzeba utworzy¢é nowe
tak, by stowo znalazlo si¢ w drzewie. Zauwazmy, ze podczas tego procesu napotykamy
w weztach kornice wszystkich wstawionych wczesniej stow, ktore sg prefiksami danego stowa.
Stad pomyst na algorytm. Posortujmy wszystkie zadane palindromy niemalejaco wzgledem
dlugosci i w takim porzadku wstawiajmy je do poczatkowo pustego drzewa TRIE. Jezeli
przy wstawianiu kolejnego stowa napotkamy wierzchotek oznaczajacy koniec wcze$niej
wstawionego palindromu i bedziemy potrafili szybko (powiedzmy w czasie O(1)) sprawdzic,
czy pozostata czg$¢ wstawianego stowa jest palindromem, to w czasie O(d) policzymy
zadany wynik.

Algorytm Manachera

Zastandéwmy si¢ teraz, jak rozpoznad, czy sufiks zadanego stowa jest palindromem. Mozemy
w tym celu dla kazdego wejSciowego palindromu zastosowac algorytm Manachera, ktory
pozwala wyznaczy¢ dla kazdej pozycji w stowie maksymalny promien podstowa-palindromu
o Srodku na tejze pozycji. Doktadniej, algorytm ten dla stowa u = uju; . .. ux wyznacza:

e dla kazdego i € {l,...,k} najwigksza taka warto§¢ r; € N,
ze stowo Uimpi Ui (ry—1) - - - Ui U] - o Uik, jest palindromem nieparzystej dtugosci
(w tym wypadku $rodek palindromu wypada na pewne;j literze stowa) oraz

e dla kazdego j € {l,...,k — 1} najwigkszy taki promied R; € N, ze stowo
Uj—(Rj—1) - - Uj—1UjUj 11 - UjLR, jest palindromem parzystej dtugosci (w tym wypadku
§rodek palindromu wypada migdzy dwiema kolejnymi literami stowa).
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Doktadniejszy opis tego algorytmu mozna znalezé m.in. w ksiazce [15]. W tym miejscu
wystarczy nam informacja, ze jego ztozono$¢ jest liniowa wzgledem liczby liter stowa,
dla ktérego jest wykonywany (i jego kod jest stosunkowo krétki) — a zatem mozemy
go wykonaé na wstegpie dla wszystkich wejsciowych stéow i nie zwigkszy to zltozonosci
algorytmu. Posiadajac wyniki dziatania algorytmu Manachera, sprawdzenie czy dany sufiks
stowa jest palindromem mozemy wykona¢ w czasie stalym, badajac maksymalny promieni
palindromu w §rodku tego sufiksu.

Ztozonos$é czasowa i pamieciowa

Zaprezentowany algorytm ma zlozono$¢ czasowa O(nlogn + d).  Wydaje sie, ze
(przynajmniej teoretycznie) ztozono$¢ pamigciowa réwniez jest akceptowalna — gléwny
wplyw ma na nig rozmiar drzewa TRIE, ktére, jak juz ustaliliSmy, ma wielko$¢ O(d). Jednak
W asymptotycznym oszacowaniu pomijamy pewien znaczacy szczeg6l implementacyjny
— dla kazdego wezla drzewa musimy mie¢ mozliwo$¢ zapisania krawedzi etykietowane;j
dowolng litera alfabetu wychodzacej z tego wezla i/lub sprawdzenia, czy taka krawedZ
juz istnieje. Mozemy w tym celu w kazdym weZle utrzymywaé tablice indeksowang
literami, jednak wowczas faktyczny rozmiar drzewa mégtby osiagnaé wielko$¢ okoto 26 - d.
Zaktadajac, ze rozmiar kazdego wskaznika wynosi 4 bajty i d moze osiagnaé warto$¢
2000000, otrzymujemy strukture zajmujaca 4 - 26 - 2000000B ~ 200M B, co nie miesci si¢
w limicie pamigciowym zadania (128MB).
Mozna sprébowaé inaczej zaimplementowaé wierzchotki drzewa:

e krawedzie wychodzace z wierzchotka mozna zapisaé w postaci listy — w ten sposéb
mamy szansg¢ zmies$ci¢ si¢ w limicie pamigciowym, ale tatwo mozemy przekroczyé
limit czasowy, gdyz w poszukiwaniu odpowiedniej krawedzi musimy za kazdym razem
te listg przeszukac,

e w kazdym wegzle mozna utworzy¢ zréwnowazone drzewo poszukiwai binarnych
(AVL, czerwono-czarne itp.) — taka struktura pozwala znaleZ¢ odpowiednia krawedz
w czasie logarytmicznym i nie powoduje znacznego zwigkszenia pamigci — niestety
stopieni skomplikowania struktury i procedur wyszukiwania oraz aktualizacji utrudnia
zmieszczenie si¢ w limicie czasowym.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przedstawiona metoda mogla sprawi¢ wiele
probleméw implementacyjnych i trudno stosujac ja zmiesci¢ si¢ jednocze$nie w limicie
czasowym i pamigciowym. Zatem takie rozwigzanie, mimo asymptotycznie takiej samej
ztozonosci czasowej jak dalej oméwione rozwiazanie wzorcowe, mogto nie uzyskac peinej
punktacji.

Uniwersalno$¢ rozwigzania pierwszego

Mimo istotnych wad, rozwiazanie pierwsze ma pewna przewage nad pozostalymi
zaprezentowanymi w tym opracowaniu. Jest ono zdecydowanie bardziej ogélne — mozna
je zastosowaé takze do stéw wejsSciowych nie bedacych palindromami! W tym celu
wystarczy sformutowaé spostrzezenie podobne do obserwacji 1: ,,Sklejenie dwéch stéw u
i v, gdzie |u| > |v|, jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy stowo V¥ jest prefiksem
u i stowo powstate przez obcigcie VR od u jest takze palindromem”. Korzystajac z niego
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mozemy zmodyfikowaé przedstawione rozwigzanie dostosowujac je do nowych warunkéw
wejsciowych (m.in. wstawiajac do drzewa TRIE zaréwno stowa, jak i ich odwrdcenia) —
doktadny zapis nowego algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Rozwigzanie drugie

StwierdziliSmy juz, ze w powyzszym rozwiazaniu nie wykorzystujemy w istotny sposéb
faktu, ze stowa wejsciowe sa palindromami; w niniejszym rozwigzaniu weZmiemy ten
fakt pod uwage i sformutujemy tatwiejsze (wymagajace mniej wyrafinowanego algorytmu)
kryterium sprawdzania, czy okre§lony sufiks palindromu jest palindromem.

Obserwacja 2 Sufiks palindromu jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy jest takze jego
prefiksem.

Dowéd Niech u bedzie palindromem, a v jego sufiksem. Pokazemy najpierw, ze jesli v jest
palindromem, to jest takze prefiksem u. Zapiszmy dany palindrom w nastgpujacej postaci:
u = wv, gdzie w jest pewnym stowem. Stad, poniewaz uf = u, wiec (Wwv)R = u, czyli
VRWR = u, a zatem vwR = u. Sufiks v rzeczywiscie jest takze prefiksem u.

Teraz pokazemy, ze prefikso-sufiks v palindromu u musi by¢ palindromem. Jezeli v jest
prefikso-sufiksem u, to u = wv = vw’ dla pewnych stéw w i w'. Stad uf = (wv)R = VRWR,
ale uR = u, wigc vEwR = yw’. Poniewaz stowa v i v¥ maja te sama dhugosé, to z powyzszego
zapisu wnioskujemy, ze v = VR, czyli v jest palindromem. |

Funkcja prefiksowa

Dzigki powyzszej obserwacji sprawdzenie, czy sufiks palindromu jest palindromem redukuje
si¢ do sprawdzenia, czy jest on prefikso-sufiksem. Listg wszystkich prefikso-sufiksow
stowa (a doktadniej ich dlugosci) mozemy uzyska¢ za pomoca funkcji prefiksowej p,
stosowanej migdzy innymi w algorytmie Knutha-Morrisa-Pratta (KMP). Przypomnijmy, ze
dla k-literowego stowa u = u;...u; i indeksu i € {1,...,k} definiujemy p(i) jako dtugosé
najdluzszego wlasciwego (czyli krétszego od catego stowa) prefikso-sufiksu stowa u; .. . u;.
Najwazniejsze z naszego punktu widzenia wiasnosci funkcji prefiksowej sa nastgpujace:

o Wszystkie wartosci p(i) dlai € {1,...,k} mozna policzyé w ztozonosci czasowej O(k).

e Dlugosci wszystkich prefikso-sufikséw stowa # mozna uzyskaé, wielokrotnie stosujac
funkcje prefiksowa: &, p(k), p(p(k)), ... (proces kontynuujemy, dopdki nie dojdziemy
do zerowej dtugosci prefikso-sufiksu).

Dowody wtasnosci funkcji prefiksowej i sposéb jej obliczania mozna znaleZé m.in.
w ksiazkach: [18], [15] oraz w opisie rozwiazania zadania Szablon w [12].

Sformulowanie rozwigzania drugiego

Wigksza cze$¢ rozwiazania drugiego jest identyczna jak rozwigzanie pierwsze — stosujemy
w nim drzewo TRIE, do ktérego wstawiamy palindromy w kolejnosci niemalejacych
dlugosci. W trakcie wstawiania, gdy napotykamy wezet oznaczajacy koniec innego stowa,
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sprawdzamy, czy pozostata cze$¢ stowa jest palindromem. I w tym miejscu pojawia si¢
jedyna réznica pomigdzy rozwigzaniami — zamiast sprawdzac, czy pozostata po odcigciu
krétszego palindromu czgs$¢ stowa wejsciowego jest takze palindromem, sprawdzamy za
pomoca funkcji prefiksowej, czy jest to prefikso-sufiks. Wszystkie wartosci funkcji
prefiksowej dla wszystkich stéw wejSciowych obliczamy przed rozpoczeciem budowy
drzewa, wigc sprawdzenie wykonywane przy wstawianiu stowa do drzewa TRIE mozemy
wykonaé w czasie statym O(1).

ZtozonoSci czasowa i pamigciowa tego algorytmu sa takie same jak w przypadku
poprzedniego i, co wazniejsze, stosujemy w nim takze trudne do efektywnego
zaimplementowania drzewo TRIE. Zatem rozwiazanie to réwniez moze nie uzyskiwac peine;j
punktacji. Ze wzgledu na zastosowanie szerzej znanego algorytmu KMP zamiast algorytmu
Manachera rozwigzanie to byto latwiejsze do wymySlenia i czg$¢ uczestnikéw III etapu
olimpiady wlasnie to rozwiazanie zaimplementowata.

Rozwigzanie wzorcowe

Rozpocznijmy od kolejnych obserwacji:

Obserwacja 3 Niech u, v bedq palindromami. Stowo uv jest palindromem wtedy i tylko
wtedy, gdy u i v sq potegami tego samego stowa.

Dowdd Wiemy juz, ze jeSli u, v oraz uv sa palindromami, to muszg zachodzi¢ réwnosci:
uv = (uv)® = vRuR = vu. Pokazemy, ze ré6wno§¢ uv = vu moze zachodzié tylko dla stéw u
i v, ktére sg potega tego samego stowa. Dowdd tego faktu przeprowadzimy przez indukcje
wzgledem sumy dtugosci stow u i v.

e Baza indukgji: dla |u| = |[v| = 1 obserwacja w sposGb oczywisty zachodzi.

e Jezeli |u| = |v|, to teza jest prawdziwa, gdyz u = u'! oraz v = u'. W przeciwnym

przypadku, nie tracac ogélnosci mozemy zatozyé, ze |u| > |v|. Wéwczas z tego, ze v
jest prefiksem uv, mamy, ze u = vw dla pewnego stowa w. Zatem

Uy =vu <= YWy =VWwW < WV =Vw.

W ten sposéb otrzymaliSmy réwno$¢ analogiczna do wyjsciowej, ale dla stéw v i w,
dla ktérych |v| + [w| = |v|+ (Ju| — |v|]) < |u|+|v|. Z zatozenia indukcyjnego wiemy
wiec, ze w = x* oraz v = x' dla pewnego stowa x oraz liczb naturalnych k i [. Stad
u=vw=x*"iy=xl, cokoniczy dowéd tezy indukcyjne;j.

Jak sprawdzié¢ ten warunek?

OtrzymaliSmy pewng charakteryzacje poszukiwanych par palindroméw. Zastanéwmy sig,
jak ja weryfikowa¢ w praktyce. Zanim otrzymamy wtasciwa metodg, pokazemy najpierw
pomocniczy

Lemat 4 (o okresowosci) Jezeli p i g sq diugosciami dwdch okreséw stowa u, spetniajqcymi
nierownos¢ p+ q < |u|, to NWD(p, q) jest rowniez dlugosciq okresu stowa u.
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Jest to tak zwana ,staba wersja” lematu o okresowosci; istnieje wersja silna, w ktérej
zaktadamy tylko, ze p+g— NWD(p,q) < |u| (dowdd mozna znalezé m.in. w ksiazce [35]).

Dowéd Dowdd lematu przeprowadzimy przez indukcje wzgledem sumy p +g.
e Baza indukcji: jezeli p = g = 1, to lemat oczywiscie zachodzi.

e Jezeli p = ¢, to teza jest oczywista. W przeciwnym przypadku, nie tracac ogélnosci

mozemy zatozyC, ze p > g. Pokazemy, ze woéwczas p — g jest rOwniez dtugoscia
okresu stowa u. Faktycznie, dla dowolnej pozycji i € {1,...,|u|} w stowie u, takiej
ze i+ (p—q) < |u|, zachodzi i —g > 1 lub i+ p < |u| (W przeciwnym przypadku
bytoby p+g > |u|). W pierwszym z tych przypadkéw mamy u; = u;_, (gdyz g jest
dtugoscia okresu u), czyli u; = uj—g = ui—q4p = i1 (p—q)- W drugim podobnie zachodzi
Ui = Uitp = Uitp—q = Uy (p—q)> CO pOKazuje, ze niezaleznie od przypadku p — g jest
dlugoscia okresu stowa u.
Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego mamy, ze stowo u ma okres dtugosci
NWD(p — q,q), a z wlasnosci najwigkszego wspdlnego dzielnika wynika, ze dla
p > q zachodzi réwno$¢ NWD(p — q,q) = NWD(p,q), czyli stowo ma okres dtugosci
NWD(p,q), co nalezato pokazac.

Z lematu o okresowoSci wynika w szczegdlnosci, ze jezeli dane stowo u mozna
przedstawi¢ jako nietrywialna potgge na dwa sposoby: u = ¢ = w!, to stowa v i w sa
potegami tego samego stowa — oznaczmy je x. Wynika to stad, ze w takim przypadku
zar6wno v, jak i w sg okresami stowa u, a zatem u ma takze okres o dlugosci NWD(|v|,|w|).
Poniewaz NWD(|v|,|w|) dzieli |v| i dzieli |w]|, to prefiks u o dtugosci NWD(|v|,|w|) jest
wtlasnie szukanym stowem x. Z przeprowadzonego rozumowania wynika takze, iz dla stowa
u istnieje najkrétsze stowo p(u), takie ze:

e u jest potega p(u) oraz
e wszystkie inne stowa y, dla ktérych u = y', sa takze potegami p(u).

Stowo p(u) nazywamy pierwiastkiem pierwotnym u. Jesli u = p(u), to u nazywamy stowem
pierwotnym.

Wreszcie wnioskiem z powyzszej analizy jest pomyst na praktyczne zweryfikowanie,
czy dwa stowa sa potggami tego samego stowa — wystarczy sprawdzi¢, czy maja te same
pierwiastki pierwotne. Ostatnia (z pozoru do$¢ zaskakujaca) obserwacja wskaze nam metodeg,
dzigki ktérej bedziemy w stanie szybko znajdowaé pierwiastki pierwotne stow:

Obserwacja 5 Niech p oznacza funkcje prefiksowq stowa u, ktére ma dtugosc¢ k. JeZeli
(k— p(k))|k, to pierwiastek pierwotny stowa u ma dtugosé k— p(k). W przeciwnym przypadku
stowo u jest pierwotne.

Dowéd Na poczatek pokazemy, ze k — p(k) jest dtugoscia najkrétszego okresu stowa u.
W tym celu zauwazmy, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy okresami
stowa a jego prefikso-sufiksami. Faktycznie, jezeli v jest okresem stowa u, to mozna dla niego
zdefiniowal prefikso-sufiks s,, jako stowo pozostate po odcigciu od stowa u poczatkowego
wystapienia v (rys. 3).
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Rys. 3:  Prefikso-sufiks odpowiadajacy okresowi stowa

Z kolei niech teraz s bedzie wtasciwym prefikso-sufiksem stowa u (s # u). Pokazemy,
ze prefiks v, stowa u dtugosci |u| — |s| jest okresem u. Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé, ze
vy jest okresem s (gdyz vgs = u). Pokrycie stowa s wystapieniami vy generujemy iteracyjnie.
Widzimy, ze zachodzi réwnos¢ vgs = sx, gdzie x jest pewnym sufiksem stowa u o dtugosci
[vs|. Wnosimy z niej, ze v, jest prefiksem stowa s, a zatem mozemy zapisaé: vsvss' = sx,
gdzie s’ to stowo powstate po obcigciu od s prefiksu vs. Z tej réwnosci z kolei widzimy, ze
vgvy jest prefiksem stowa s, co oznacza, ze zachodzi rownos$é: veveves” = sx. Kontynuujac
to postgpowanie pokrywamy w catosci s powtérzeniami vy, co pozwala wykazac, ze vy jest
okresem prefikso-sufiksu s (rys. 4).

Rys. 4:  Okres odpowiadajacy prefikso-sufiksowi stowa

Na podstawie wilasnie pokazanej wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci migdzy
okresami a prefikso-sufiksami stowa wnioskujemy, ze najkrétszy okres stowa odpowiada
najdtuzszemu wilasciwemu prefikso-sufiksowi calego stowa. Poniewaz p(k) to dhugosé
najdtuzszego prefikso-sufiksu u, stad k — p(k) jest dlugoscia najkrétszego okresu u. Jezeli
teraz (k — p(k))|k, to u jest pewna potega tego okresu. W tym przypadku okres ten bedzie
oczywiscie pierwiastkiem pierwotnym stowa u (gdyby istnial krétszy pierwiastek pierwotny
stowa u, to bylby on zarazem krétszym okresem u). Jezeli za$ ta podzielno$¢ nie zachodzi,
to wykazemy, ze stowo u jest pierwotne.

Dowdd przeprowadzimy przez sprowadzenie do sprzecznoSci. Zalézmy nie wprost, ze
istnieje stowo w takie, ze u = w/ dla j > 2 — dodatkowo wybierzmy najkrétsze w o tej
whasnosci, czyli w = p(u). Z kolei niech vy oznacza najkrétszy okres u. Poniewaz w takze
jest okresem u, wigc musi zachodzié |w| > |vg|, stad stowo v musi byé réwniez okresem
stowa w? = ww (rys. 5).

Rys. 5:  Najkrotszy okres i pierwiastek pierwotny stowa

Wreszcie z tego, ze |w|+ |[vo| < |w| + |w| = [w?| < |u/, na mocy lematu o okresowosci
widzimy, ze stowo u musi mie¢ jeszcze inny okres — o dtugosci NWD(|w/|,|vo|) — a wigc
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krétszy niz w i dodatkowo taki, ze u jest jego potega. Jest to sprzeczne z tym, jak
zdefiniowali$my w. n

Sformulowanie rozwigzania wzorcowego

Wykorzystujac wykazane wilasnosci stéw mozemy skonstruowad nastgpujacy algorytm.
Wyznaczmy pierwiastki pierwotne wszystkich danych palindroméw — z obserwacji 5
wiemy, ze stosujac funkcje prefiksowa mozemy to zrobi¢ w czasie proporcjonalnym
do sumarycznej dlugosci danych — i posortujmy je leksykograficznie: p; < p2 < ... < pPa.
Jesli pierwiastek p; wystepuje w tym ciagu my; razy, to oznacza, ze palindromy, z ktérych
powstal, pozwalaja utworzyc w palindroméw-par. Co wigcej pary skomponowane
z palindroméw o réznych pierwiastkach pierwotnych nie moga by¢ palindromami. To
pozwala nam prosto wyznaczy¢ wynik kofdcowy.

Laczna ztozono$¢ czasowa tego algorytmu zalezy od algorytmu sortowania, jaki
zastosujemy (reszte obliczen mozemy wykonaé w czasie O(d)). Mozna wykorzystaé
sortowanie przez scalanie — jego pesymistyczna ztozono$¢ wynosi O(n - max(a;) - logn),
gdzie max(a;) oznacza maksimum z dlugosci stéw wejSciowych. Stosujac sortowanie
szybkie uporzadkujemy stowa w takim samym czasie oczekiwanym. Mozna tez sortowac
stowa za pomoca sortowania pozycyjnego; co prawda jest ono oryginalnie sformutowane
dla stéw réwnej dhugosci, lecz mozna je zmodyfikowaé i zastosowac takze w przypadku
dowolnych stéw przy zachowaniu ztozono$ci réwnej sumie dlugosci wszystkich stéw
(0(d)). W praktyce dla danych testowych wymienione metody sortowania byly czasowo
nieodréznialne i zastosowanie dowolnej z nich wystarczato do przejScia wszystkich testow.

Inne rozwigzania

Poza trzema opisanymi sposobami, istnieje bardzo duzo innych rozwiazaii zadania
Palindromy. Zawodnicy prezentowali zazwyczaj albo rozwiazania silowe, ktére polegaty na
tworzeniu wszystkich par stéw i sprawdzaniu wprost, czy otrzymane stowo jest palindromem,
albo rézne wersje powyzszych rozwiazan, w ktérych pewne kroki byly wykonywane wolnie;j
(na przyktad sprawdzanie, czy sufiks stowa jest palindromem lub wyznaczanie pierwiastka
pierwotnego stowa).

Testy

Zadanie testowane bylo na 10 zestawach danych testowych, zawierajacych lacznie 23
pojedyncze testy.

Nazwa n d Opis

pall.in 15 78 | maly test poprawnosciowy
pal2a.in 36566 253168 | palindromy zaczynajace si¢ na litery a i b

pal2b.in 2 | 2000000 | dwa palindromy: jeden jednoliterowy, drugi
o maksymalnej dtugosci
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Nazwa n d Opis

pal3a.in 893 | 1995855 | potegi krotkiego stowa;  test ten pozwala
wyeliminowac¢ sprytne rozwiazania sitowe

pal3b.in 33290 | 1999959 | test losowy, sktadajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba® i stowa o dhugim
pierwiastku pierwotnym

palda.in 999 | 1998000 | potegi krotkiego slowa; test ten pozwala
wyeliminowac¢ sprytne rozwiazania sitowe

pal4b.in 98391 | 1999981 | test losowy, skladajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba* i stowa o dhugim
pierwiastku pierwotnym

palsa.in 1154 | 1999305 | potegi krotkiego stowa;  test ten pozwala
wyeliminowac sprytne rozwiazania sitowe

pal5b.in 127351 | 1999997 | test losowy, sktadajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba* i stowa o dhugim
pierwiastku pierwotnym

pal6a.in 1413 | 1997982 | potegi krotkiego stowa;  test ten pozwala
wyeliminowac sprytne rozwiazania sitowe

pal6b.in 38827 | 1999999 | test losowy, skladajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba* i stowa o dtugim
pierwiastku pierwotnym

pal7a.in 1413 | 1997982 | potegi krétkiego stowa; test ten pozwala
wyeliminowac sprytne rozwiazania sitowe

pal7b.in 131775 | 1999998 | test losowy, sktadajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba* i stowa o dhugim
pierwiastku pierwotnym

pal8a.in 1413 | 1997982 | potegi krotkiego stowa; test ten pozwala
wyeliminowac sprytne rozwiazania sitowe

pal8b.in 37969 | 1999999 | test losowy, skladajacy si¢ z duzej liczby krétkich
palindroméw, stéw postaci a*ba* i stowa o dhugim
pierwiastku pierwotnym

pal8c.in 105264 | 2000000 | diugie stowa powodujace maksymalne zuzycie
pamigci dla drzewa TRIE

pal9a.in 1999 | 1999000 | potegi kréotkiego stowa;  test ten pozwala
wyeliminowac sprytne rozwiazania sitowe

pal9b.in 80714 | 2000000 | krétkie palindromy

pal9c.in 222222 | 1999998 | dlugie stowa powodujace maksymalne zuzycie

pamigci dla drzewa TRIE




Nazwa n d Opis

pal9d.in 126 | 1996220 | test pozwalajacy wyeliminowaé rozwiazania,
w ktorych pierwiastki pierwotne sa obliczane
nieefektywnie

pallOa.in 2047 | 2000000 | najwigkszy test, skladajacy si¢ wylacznie z poteg
stéw jednoliterowych

pallOb.in | 224200 | 2000000 | diugie stowa powodujace maksymalne zuzycie
pamigci dla drzewa TRIE

pallOc.in 108 | 1880780 | test pozwalajacy wyeliminowaé rozwiazania,

w ktérych pierwiastki pierwotne sa obliczane
nieefektywnie
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Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

OI, Etap III, dzieri drugi, 30.03.2006

Z.osia

Mala Zosia urzqdza przyjecie urodzinowe. Sporzqdzila wstepng liste n swoich znajomych
z przedszkola, ktorych chcialaby zaprosié.  Dzieci sq jednak bardzo wymagajgce. Maja
powiedziala, Ze przyjdzie, ale tylko jesli na przyjeciu nie bedzie Kamilki i Emilki, ktore
w zesztym tygodniu zabraly jej lalke. Maly Krzys bawi sie tylko z Zosig oraz Kamilkq, i nie
chee widzie¢ na przyjeciu innych dzieci. I tak dalej . . .

Zosia mowi, Ze przyjecie jest udane, jezeli Zaden sposrod goSci nie ma nic przeciwko
obecnosci pozostalych gosci. Zosia postanowila, Ze nie zaprosi niektdérych dzieci, aby przyjecie
bylo udane. Z drugiej strony, Zosia chcialaby zaprosié¢ jak najwiecej dzieci. Uznala, Ze jesli
nie bedzie mogla zaprosi¢ przynajmniej k dzieci, to w ogdle nie urzqdzi przyjecia.

Zadanie
Poméz malej Zosi! Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia liczbe n wszystkich znajomych Zosi, liczbe k oraz opis
wymagan dziect,

o sprawdzi, czy mozna zaprosi¢ co najmniej k dzieci tak, aby przyjecie bylo udane,

o jezeli nie jest to mozliwe, to wypisze na standardowe wyjscie stowo NIE; jeZeli jest to
moZliwe, to znajdzie i wypisze na standardowe wyjscie najliczniejszq grupe dzieci, ktore
mozna zaprosi¢ na przyjecie, tak aby byto ono udane.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera dwie liczby calkowite nieujemne, oddzielone
pojedynczym odstepem: n — liczbe wszystkich znajomych Zosi (2 < n < 1000000), k —
minimalng liczbe dzieci, ktdre Zosia chce zaprosié na przyjecie (n— 10 < k <n). Dzieci sq
ponumerowane liczbami od 1 do n.

Kolejne wiersze zawierajg opis wymagan dzieci. W drugim wierszu znajduje sie jedna
liczba calkowita m, 1 < m < 3000000. Kazdy z kolejnych m wierszy zawiera pare liczb
calkowitych a,b, oddzielonych pojedynczym odstepem (1 < a,b<n, a #b). Mozesz zalozyé,
ze kazda para (uporzgdkowana) pojawia sie na wejsciu co najwyzej raz. Para a,b oznacza, ze
dziecko o numerze a nie chce spotkaé na przyjeciu dziecka o numerze b.

Wyjscie

Jezeli nie jest mozliwe zaproszenie na przyjecie k dzieci, tak aby bylo ono udane, to pierwszy
i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawierac tylko jedno stowo: NIE.

Jezeli jest to mozliwe, to pierwszy wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé jedng
liczbe catkowitq maksymalng liczbe dzieci, ktore mozna zaprosié na przyjecie, tak aby bylo
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ono udane. Drugi wiersz standardowego wyjscia powinien wowczas zawieraé numery dzieci,

ktore nalezy zaprosi¢, podane w rosngcej kolejnosci i pooddzielane pojedynczymi odstepami.
Jezeli istnieje wiele poprawnych wynikow, Twdj program powinien wypisac dowolny z nich.

j@iﬁ

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
9 4
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oprawnym wynikiem jest:
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Rozwigzanie

Zosia i grafy

Przyjrzyjmy sig¢ rysunkowi z tresci zadania. Antypatie wsréd przyjaciét Zosi przedstawiono
na nim za pomocg grafu skierowanego. Graf skierowany to zbidr obiektow (w tym przypadku
numeréw przyjacidt Zosi) potaczonych strzatkami. Strzatka od a do b oznacza, ze dziecko
o numerze a nie chce spotkaé na przyjeciu dziecka o numerze b. Zauwazmy od razu, ze
z punktu widzenia postawionego zadania kierunek strzatki nie ma tu zadnego znaczenia —
sposréd dwdch oséb potaczonych strzatka mozemy zaprosié tylko jedna, niezaleznie od tego,
kto kogo nie lubi. Przypomnijmy jeszcze, ze w teorii graféw potaczenia migdzy obiektami
nazywamy krawedziami, a same obiekty wierzchotkami. Gdy krawedzie nie maja kierunku
(mozemy je przedstawiaC graficznie za pomoca zwyktych linii), mamy do czynienia z grafem
nieskierowanym.

Zdefiniujmy graf antypatii jako graf nieskierowany, ktérego wierzchotkami sa numery
dzieci oraz wierzcholek a jest polaczony krawedzig z wierzchotkiem b, jezeli dziecko
o numerze a nie chce widzie¢ na przyjeciu dziecka o numerze b lub odwrotnie, dziecko
o numerze b nie chce widzie¢ na przyjeciu dziecka o numerze a. Zauwazmy, ze graf antypatii
moze r6znié si¢ od grafu z tresci zadania, w ktérym po prostu zamieniono strzatki na linie —
po takiej prostej modyfikacji niektére wierzchotki moga by¢ polaczone podwdjnie, a takiej
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sytuacji nie dopuszczamy w grafie antypatii. Na rysunku 1 przedstawiono graf antypatii dla
przyktadu z tresci zadania.

Rys. 1:  Przyktadowy graf antypatii i zbiér niezalezny

Zosia buduje graf w pamieci komputera

Zajmiemy sig¢ teraz zagadnieniem budowy grafu antypatii — zastanowimy si¢, w jaki sposéb
mozna go zbudowaé w pamigci komputera na podstawie danych wejSciowych dla zadania.
Czytelnicy znajacy dobrze algorytmy grafowe moga pominac¢ ten rozdziat i przeskoczy¢ do
nastgpnego punktu.

Najprostszym sposobem przechowywania informacji o grafie w pamigci jest
wykorzystanie kwadratowej tablicy T zawierajacej zera i jedynki. Jedynka w komoérce
T[a,b] oznacza, ze wierzcholki o numerach a i b sa potaczone krawedzia, zero — ze takiej
krawedzi nie ma. Tablicg T mozna bardzo tatwo wypelni¢ na podstawie danych wejsciowych,
ma ona jednak wielka wadg: zajmuje zbyt duzo miejsca! Zwr6émy uwagg, ze Zosia z zadania
jest bardzo towarzyska dziewczynka i moze mie¢ nawet 10° przyjaciét z przedszkola, a wigc
cata tablica miataby 10'? (bilion!) komérek.

Alternatywna metoda przechowywania graféw w pamigci sa listy sasiedztwa. W tej
reprezentacji dla kazdego wierzchotka tworzymy liste numerdw jego sasiadow. List jest tyle
co wierzchotkéw, a kazdej krawedzi grafu odpowiadaja doktadnie 2 elementy list sgsiedztwa,
a wigc wszystkie listy zajmuja w pamigci komputera O(m + n) komérek.

Teraz zastanéwmy sig, jak utworzy¢ listy sasiedztwa na podstawie danych wejsciowych.
Sprawa wydaje si¢ prosta: po przeczytaniu wiersza z parg liczb a i b, dodajemy a do
listy wierzchotka b oraz b do listy wierzchotka a. Jest tylko jeden problem: niektdre
krawedzie grafu antypatii zapiszemy podwdjnie (np. krawedZ taczaca 1 i 2 w przykladzie
z zadania). Aby tego unikna¢, mogliby$Smy, wstawiajac a do listy wierzchotka b, sprawdzac,
czy a juz na tej liscie jest. Niestety zajmuje to czas proporcjonalny do diugosci listy.
Gdyby jaki$ wierzchotek miat wielu sasiadéw — na przyktad byl potaczony ze wszystkimi
pozostatymi n — 1 wierzchotkami — to takie sprawdzenia zajetyby czas proporcjonalny do
14+2+4...+(n—3)+(n—2), czyli ©(n?).

Postuzymy si¢ innym fortelem. Utworzymy listy sasiedztwa w zwykly sposob,
a nastgpnie usuniemy z nich podwoéjne krawedzie. Aby tatwo takie podwdjne krawedzie
znalezé, wystarczy posortowaé kazda z list sasiedztwa — wtedy podwdjne krawedzie
beda wystgpowal obok siebie. W jezykach C/C++ wystarczy uzy¢ jednej z funkcji
sortujacych ze standardowych bibliotek.  Funkcje te sa skonstruowane najczgsciej
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w oparciu o algorytm szybkiego sortowania (Quicksort), ktéry dziala w oczekiwanym
czasie O(klogk) dla ciagu k-elementowego. Sortowanie wszystkich ciagéw, ktérych
catkowita dtugos¢ wynosi 2m, a maksymalna dlugos¢ jest ograniczona przez n — 1,
zajmie czas O(Y! | deg(i)logdeg(i)), gdzie deg(i) oznacza stopiei wierzchotka i, czyli
liczbe jego sasiadéw i réwnocze$nie dlugosé jego listy sasiedztwa. Stad otrzymujemy:
iy deg(i)logdeg(i) < X7 deg(i)log(n — 1) = log(n — 1) YiL, deg(i) = 2mlog(n — 1)
i dowiadujemy sig, ze catkowity (oczekiwany) czas sortowania wynosi O(mlogn).
Powyzsza metoda jest dostatecznie dobra dla ograniczen z rozwiazywanego zadania,
mozna jednak w prosty sposéb posortowac listy sasiedztwa w czasie liniowym. Z tego
sposobu moga takze skorzystaé osoby programujace w Pascalu, ktére nie maja dostgpu do
gotowych funkcji sortujacych. Uzyjemy sortowania kubetkowego — w tym celu potrzebna
bedzie dodatkowa tablica list kubetki[1..n]. Sam algorytm dziata nastgpujaco:

1. Utworz tablicg kubetki[1..n] zawierajaca puste listy.
2. Dla kazdego wierzchotka i, od 1 do n, wykonuj, dopdki lista sasiedztwa i jest niepusta:

(a) Usun wierzchotek z listy sasiedztwa i. Niech j bedzie numerem tego wierzchotka.

(b) Wstaw i do listy kubetki[j].
3. Dla kazdego j, od 1 do n, wykonuj, dopdki lista kubetki [ j] jest niepusta:

(a) Usun element z listy kubetki [j]. Niech i bgdzie tym elementem.

(b) Wstaw j do listy sasiedztwa wierzchotka i.

Fakt, ze listy sasiedztwa po wykonaniu algorytmu sa posortowane, wynika z kolejnosci
wstawiania elementéw do tych list w punkcie 3. Zwré6¢my uwagg, Zze W powyzszym
algorytmie sortujemy wszystkie listy rownoczesnie! Sortowanie kubetkowe kazdej listy
z osobna zajetoby znacznie wigcej czasu.

Zosia i trudne problemy

Dowolny podzbiér wierzchotkéw grafu, z ktérych zadne dwa nie sa potaczone krawedzia,
nazywamy zbiorem niezaleznym. Przyktadowy zbidr niezalezny przedstawiono na rysunku 1
(wierzcholki zbioru niezaleznego wyrdzniono dodatkowa obwddka). Zauwazmy, ze
w naszym zadaniu nalezy znalezZ¢ zbidr niezalezny rozmiaru co najmnie;j k.

Wprowadzmy jeszcze jedno pojecie. Pokryciem wierzchotkowym grafu nazywamy
dowolny podzbiér C wierzchotkéw grafu taki, ze kazda krawedZ grafu ma co najmniej jeden
z koficéw w zbiorze C (méwimy, ze krawedzZ jest pokryta przez ten wierzchotek). Spéjrzmy
ponownie na rysunek 1. Wierzcholki niezaznaczone tworza pokrycie wierzchotkowe. Czy to
tylko przypadek? Rozwazmy dowolny graf G o zbiorze wierzchotkéw V i dowolny zbidr
niezalezny N w grafie G. Wybierzmy dowolng krawedZ w grafie G. Z definicji zbioru
niezaleznego wiemy, ze co najmniej jeden z jej koricow jest poza N — innymi slowy co
najmniej jeden z jej kofnicéw nalezy do zbioru V' \ N. Stad wynika, ze V \ N jest pokryciem
wierzchotkowym. To samo rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w drugg strong. Otrzymamy
wtedy nastgpujacy fakt:
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Fakt 1 W dowolnym grafie G o zbiorze wierzchotkow V podzbior wierzchotkéw N jest
zbiorem niezaleznym wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr V \ N jest pokryciem wierzchotkowym.

Z powyzszego faktu ptynie wniosek, ze nasze zadanie mozna sformutowacd takze nastgpujaco:
,»znajdzZ pokrycie wierzchotkowe rozmiaru co najwyzej n — k. Widzimy jasno, ze problem
znajdowania zbioru niezaleznego (pierwsze sformulowanie zadania) jest réwnowazny
problemowi znajdowania pokrycia wierzchotkowego (drugie sformulowanie), tzn. jesli
mamy efektywny sposéb rozwiazywania pierwszego problemu, to umiemy tez rozwiazywac
problem drugi, i odwrotnie.

Problemy zbioru niezaleznego i pokrycia wierzchotkowego wydaja si¢ tak naturalne, ze
byloby bardzo dziwne, gdyby zostaty postawione po raz pierwszy na tegorocznej Olimpiadzie
Informatycznej. Istotnie, znajdziemy je latwo w podrecznikach algorytmiki (np. problem
pokrycia wierzchotkowego jest opisany w ksigzce Cormena i innych [18]; zamiast problemu
zbioru niezaleznego jest tam opisany mocno z nim zwiazany problem kliki). Dowiemy sig¢
stamtad, ze oba te problemy naleza do grupy tzw. probleméw NP-zupetnych. Nie bedziemy
tutaj dokladnie opisywaé, co to pojecie oznacza. Wspomnijmy jedynie, ze dla zadnego
z tych probleméw nie znaleziono dotad algorytmu dziatajacego w czasie wielomianowym
(tzn. w czasie O(n), O(n?), O(n") ani w czasie O(n¢), gdzie c jest dowolna stata). Co
wigcej, gdyby ktos§ rozwiazal dowolny problem NP-zupelny w czasie wielomianowym, to
takiego algorytmu mozna uzy¢ do rozwiazania w czasie wielomianowym dowolnego innego
problemu NP-zupetnego. Poniewaz dotad znaleziono mnéstwo probleméw NP-zupeinych
w wielu réznych dziatach informatyki, a pomimo intensywnych badafi ciagle dla nich nie
wymySlono algorytméw wielomianowych, wigc wydaje si¢ mato prawdopodobne, zeby
w koncu taki algorytm zostat odkryty.

Zosia upraszcza zadanie

Na szczgscie w treSci zadania znajduje si¢ informacja, ktéra znacznie upraszcza nasz
problem. Mianowicie, Zosia godzi si¢ na nie zaproszenie jedynie kilku sposréd swoich
przyjaciol, bowiem k > n — 10 — oznaczmy liczbe tych pechowcéw przez | = n — k. Innymi
stlowy, zadanie polega na sprawdzeniu, czy graf antypatii zawiera pokrycie wierzchotkowe
rozmiaru [/, gdzie I < 10. Naiwny algorytm wymagajacy przejrzenia i przetestowania
wszystkich podzbioréw zbioru wierzchotkéw, ktére maja nie wigcej niz 10 elementéw,
dziata w czasie O(L;<1 (7)) = O(n'?), a wiec wielomianowym! Taka ztozono¢ jest dla
nas jednakze zupelnie nieakceptowalna. Aby uzyskal lepsze rozwiazanie, w inny spos6b
wykorzystamy fakt, ze poszukiwane pokrycie wierzchotkowe jest bardzo mate.

Algorytm I: Zosia szybko sie zniecheca

Przypomnijmy, ze poszukujemy pokrycia wierzchotkowego rozmiaru co najwyzej [.
Rozwazmy dowolna krawedZz uv grafu antypatii. Jeden z jej koncéw musi znaleZé sig
w pokryciu. Mozemy wigc usunaé z grafu wierzchotek u wraz z wszystkimi jego
krawedziami, a nastgpnie rekurencyjnie rozwiazaé zadanie dla tak otrzymanego mniejszego
grafu, poszukujac pokrycia wierzchotkowego rozmiaru co najwyzej I — 1. Jesli okaze sig, ze
takie pokrycie istnieje, wystarczy doda¢ do niego wierzchotek u, aby otrzymac pokrycie
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catego grafu. Jesli natomiast nie istnieje, ponownie wstawiamy do grafu wierzchotek
u i wszystkie uprzednio usunigte krawedzie. Nastgpnie usuwamy wierzchotek v wraz
z przylegtymi krawedziami i postepujemy analogicznie, jak dla wierzchotka u. Jesli i w tym
przypadku nie udalo si¢ znaleZé pokrycia, oznacza to, ze w oryginalnym grafie nie ma
pokrycia rozmiaru co najwyzej [ — odpowiedzZ brzmi wigc ,,NIE”.

Opisany powyzej algorytm wydaje si¢ mato odkrywczy: jest to tylko pewien sposéb
sprawdzania wszystkich mozliwosci. Zauwazmy jednak, ze przy kazdym wywotaniu
rekurencyjnym ograniczenie na rozmiar pokrycia zmniejsza si¢ o 1. W chwili, gdy to
ograniczenie osiagnie warto§¢ 0, wystarczy sprawdzié, czy graf zawiera puste pokrycie
wierzchotkowe, a to ma miejsce jedynie wéwczas, gdy nie ma w nim juz zadnych
krawedzi. Taki test mozna oczywiscie tatwo wykonaé w czasie liniowym. Cate drzewo
wywotan rekurencyjnych jest wigc stosunkowo ptytkie — ma co najwyzej [ + 1 pozioméw,
a wiec zawiera nie wiecej niz 2! wywotan procedury rekurencyjnej. Poniewaz usuwanie
wierzcholka, podobnie jak sprawdzenie, czy zbidr pusty jest pokryciem, zajmuje czas O(n),
a wigc catkowity czas dziatania algorytmu to O(n2') — pomijajac wstgpna faze tworzenia
grafu antypatii. Trzeba przyznaé, ze to znaczna poprawa w stosunku do wcze$niejszych
rozwigzan. Rozmiar grafu (liczbg wierzchotkéw n) udato si¢ bowiem usunaé w ztozonosci
z funkcji wyktadniczej — nie wystgpuje ona juz ani w podstawie, ani w wyktadniku.

Algorytm II: Zosia nie zaprasza najwiekszych urwiséw

Zosia dobrze wie, ze na przyjecie nie nalezy zaprasza¢ najwigkszych urwiséw, bo pobija
inne dzieci lub w najlepszym razie zabiora im zabawki. Podobnie, wierzchotek stopnia
wigkszego niz [ (czyli taki, ktory jest polaczony z wigcej niz / wierzchotkami) musi naleze¢
do pokrycia wierzchotkowego, jesli rozmiar tego pokrycia nie moze przekraczaé [. Gdyby
bowiem nie nalezal, to aby pokry¢ wszystkie wychodzace z niego krawedzie, nalezatoby
wybra¢ wszystkich jego sasiadéw, a tych jest wigcej niz [. Dlatego mozemy rozpoczaé
algorytm od usunigcia z grafu wszystkich wierzchotkéw stopnia wigkszego niz [ (powiedzmy,
ze jest ich m), zapisujac na boku ich numery, by potem doda¢ je do pokrycia oryginalnego
grafu. Jesli wierzchotkéw do usunigcia jest wigcej niz /, to oczywiscie musimy odpowiedzie¢
,.NIE” i mozemy zakoficzy¢ prace. W przeciwnym przypadku w okrojonym grafie szukamy
pokrycia rozmiaru !’, gdzie I’ = [ —m. Poczynimy teraz kluczowa, cho¢ bardzo prosta,
obserwacje:

Fakt 2 Jesli graf G ma wierzchotki stopni co najwyzej | oraz zawiera pokrycie
wierzchotkowe rozmiaru co najwyzej U, to liczba krawedzi w G nie przekracza l-1'.

Poniewaz kazda krawedz, podobnie jak kazdy kij, ma dwa korice, otrzymujemy
nastgpujacy wniosek.

Whniosek 3 Liczba wierzchotkéw o niezerowym stopniu w grafie G nie przekracza 211,

Mozemy wykorzysta¢ powyzszy wniosek w zaproponowanym poprzednio algorytmie.
Jesli po usunigciu wierzchotkéw stopnia wigkszego niz [ zobaczymy, ze liczba wierzchotkow
0 niezerowym stopniu przekracza 2/I’, to mozemy $miato odpowiedzie¢ ,,NIE” i zakonczyé
dzialanie algorytmu. JeSli nie przekracza, zadanie nie jest jeszcze rozwiazane, ale rozmiar
badanego grafu drastycznie si¢ zmniejszyt — jest ograniczony przez 21?. Zastanéwmy si¢
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jeszcze, jakim kosztem zostala osiagnigta taka redukcja, czyli jaka jest ztozono$¢ czasowa
procesu wykrywania ,,urwisOw”. Aby wyznaczy¢ stopnie wszystkich wierzchotkéw, dla
kazdego wierzchotka zliczamy przylegajace do niego krawedzie. Czas tej operacji mozna
podzieli¢ na czas zerowania licznik6éw, czyli O(n), i czas powigkszania licznikéw, czyli O(m)
—razem O(n+m). Cho¢ usuwanie jednego wierzchotka stopnia wigkszego niz / moze zajaé
nawet czas @(n), to zauwazmy, ze usuwanie wszystkich takich wierzchotkéw zajmuje czas
O(n+m), gdyz kazdy wierzchotek i kazda krawedz jest usuwana co najwyzej raz. Wreszcie,
zliczanie wierzchotkéw o niezerowym stopniu trwa jedynie O(n). A wigc cata pierwsza faza
algorytmu zajmuje jedynie czas liniowy — O(n+m). Co wigcej, czas drugiej fazy bedzie
zalezat juz tylko od /.

Jesli w drugiej fazie algorytmu uzyjemy naiwnego podejsScia, czyli sprawdzania
wszystkich podzbioréw zbioru wierzchotkéw rozmiaru co najwyzej [, czas drugiej fazy
bedzie ograniczony przez 0((252)). Najlepsza zlozono$¢ czasowa mozna oczywiscie
uzyskaé, taczac pomysty z algorytméw I i II. Dostajemy w ten sposéb rozwiazanie
o ztozonosci czasowej O(n +m+ 122)).

Szukajcie jadra problemu!

Podejscie zaprezentowane w tym opracowaniu jest ogdélng metoda ,radzenia” sobie
z problemami NP-zupetnymi. Polega ono na zmodyfikowaniu problemu poprzez
wprowadzenie dodatkowego parametru — w naszym przypadku jest to rozmiar
poszukiwanego pokrycia wierzchotkowego.  Nastepnie prébujemy skonstruowac taki
algorytm, ktérego ztozono$¢ zalezy w sposéb wykladniczy jedynie od wprowadzonego
parametru, a nie od rozmiaru danych wejsciowych. W przypadku algorytméw grafowych,
z reguty cel ten osiggamy szybko redukujac rozwigzywanie problemu w oryginalnym grafie
do badania mniejszego grafu, ktérego rozmiar zalezy juz tylko od wartoSci parametru.
Metoda ta nazywana jest ,,redukcja do jadra problemu”.

Testy

Rozwigzania byly testowane na zestawie 27 testow potaczonych w 10 grup. Zawodnik
otrzymywal punkty za testy w danej grupie jedynie wtedy, gdy jego program zwrdcit
dostatecznie szybko poprawne rozwiazania dla wszystkich testéw z grupy. W kazdej grupie
znajdowal si¢ przynajmniej jeden test, w ktérym poszukiwane pokrycie wierzchotkowe
istnieje, oraz przynajmniej jeden trudny przypadek, pozwalajacy wykry¢ niepoprawne
algorytmy, polegajace na wyborze do pokrycia wierzchotkowego / kolejnych wierzchotkéw
o najwigkszych stopniach. Duze testy byly tworzone w sposéb losowy, poprzez
wybranie kilku specjalnych wierzchotkéw ,,centralnych” potaczonych z prawie wszystkimi
pozostatymi wierzchotkami.

Oto charakterystyka plikow testowych:

Nazwa n k m Opis

zosl.in 7 1 9 | test wygenerowany recznie




Nazwa n k m Opis

z0s2.in 14 36 | test wygenerowany recznie

z0s3.in 7 2 21 | test wygenerowany recznie

zos4.in 51 42 9 | test wygenerowany recznie

zosSa.in 102 93 323 | test losowy

zos5b.in 3 1 6 | test losowy

zosSc.in 11 3 47 | test losowy

zosba.in 70000 | 69990 349884 | test wygenerowany recznie z dodanym
centrum

zos6b.in 769341 | 769331 | 2461243 | test losowy

zos6c¢.in 775231 | 775223 | 2481305 | test losowy

zos7a.in 70000 | 69990 279942 | test wygenerowany recznie z dodanym
centrum

z0s7b.in 1000000 | 999995 | 3000000 | maksymalny test z odpowiedzia NIE

zos7c.in 679109 | 679101 | 2173981 | test losowy

zos7d.in 1000000 | 999990 986713 | graf z pokryciem wielkosci 9 oraz
jeden wierzchotek potaczony z prawie
wszystkimi innymi

zos8a.in 70000 | 69990 279925 | test wygenerowany recznie z dodanym
centrum

zos8b.in 277114 | 277105 | 1773719 | test losowy

z0s8c.in 824849 | 824842 | 2638722 | test losowy

zos8d.in 900000 | 899990 70 | cykl dtugosci 70; odpowiedZ NIE

zos9a.in 70000 | 69990 139957 | test wygenerowany regcznie z dodanym
centrum

z089b.in 618922 | 618913 | 2971106 | test losowy

z0s9c.in 950357 | 950347 | 3000000 | test losowy

zos9d.in 120 110 35 | kazda spdjna sktadowa jest pojedyncza
krawedzia (odpowiedZ NIE)

zos10a.in 70000 | 69990 209941 | test wygenerowany recznie z dodanym
centrum

zos10b.in 678692 | 678688 | 2172173 | test losowy

zos10c.in 423166 | 423156 | 2709748 | test losowy

zos10d.in 900000 | 899990 70 | cykl dtugosci 70; odpowiedz NIE
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Misie

Bajtocka firma 0101010 produkuje zabawki dla dzieci. 0101010 jest bardzo znang firmg, a ich
zabawki majq opinie bardzo solidnych. Pracownicy firmy z przerazeniem stwierdzili, Ze ostatnie

cztery modele misiow: Al, A2, B1 i B2 majg ukrytq wade: jesli weimiemy trzy misie,
ktore wszystkie majg te samqg litere w oznaczeniu modelu, lub wszystkie majq te samq cyfre
w oznaczeniu modelu i ustawimy je obok siebie w rzedzie, to misie ulegng nieodwracalnemu
uszkodzeniu.

Ustawienie misiow w rzedzie nazwiemy bezpiecznym, jesli w jego wyniku Zaden mis nie
ulegnie uszkodzeniu, tzn. Zadne trzy kolejne misie nie bedg wszystkie mialy tej samej litery
w oznaczeniu modelu, ani tej samej cyfry.

Bagjtazar ma kolekcje misiow, w ktorej znajdujg sie tylko feralne modele. Bajtazar bawi
ste misiami ustawiajgc je w rzedzie. Zastanawia sie, ile jest mozliwych bezpiecznych ustawien
misiow. Napisz program, ktéry pomoze mu to ustalic.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia liczbe misiow kazdego modelu,
e obliczy liczbe bezpiecznych ustawien misiow w rzedzie, modulo 1 000 000,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu wejscia znajdujq sie cztery nieujemne liczby caltkowite: nyp,
naa, ngl, ngy, oddzielone pojedynczymi odstepami (0 < nai,na2,np1,npr < 38). Oznaczajq
one liczbe misiow, odpowiednio modelu A1, A2, B1 i B2. MoZesz zalozyé, Ze sumaryczna
liczba misiow jest dodatnia.

Wyjscie

W pierwszym @ jedynym wierszu wyjscia Twdj program powinien wypisac liczbe dobrych
ustawien misiow w rzedzie modulo 1 000 000.

Przyktad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
0121 6

Istnieje 6 poprawnych wustawieri misidw: B1A2B1B2, B1A2B2B1, B2A2B1BI1,
B2B1A2B1, B1 B2A2B1 oraz B1 B1 A2B2.
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Rozwigzanie

Wprowadzenie

Pytanie przedstawione w zadaniu jest modyfikacja problemu, ktéry spotyka sig
w ... badaniach psychologicznych. Na przyktad cztowiek majacy reagowac¢ w doswiadczeniu
na bodziec L naciskajac przycisk lewa reka, zas na bodziec P — prawa, ma tendencj¢ do
wykorzystywania pozornych regularnosci do upraszczania sobie zadania — gdy trzy razy
z rzgdu powtodrzy si¢ bodziec L, to za czwartym razem najpewniej réwniez zareaguje lewa
reka, nawet jesli pojawi si¢ bodziec P.

Psychologowie zwykle chca unikac takich reakcji i stad wzigto si¢ zadanie. Oryginalny
problem polegal na wygenerowaniu losowego ciagu spelniajacego zalozenia takie, jak
w zadaniu. Czytelnik bez trudu zmodyfikuje rozwiazanie wzorcowe tak, aby generowato
zadany ciag.

Oznaczenia i spostrzezenia

Niech T = {A1,A2,B1,B1}.

Definicja 1 Uporzadkowana tréjke misiéw (p,q,r) € T3 nazwiemy trdjkq bezpieczng, jesli
ustawienie tych misiéw w rzedzie jest bezpieczne.

1. Niech U bedzie zbiorem tréjek bezpiecznych.

2. Niech M(ay,az,b1,by) oznacza liczbg bezpiecznych ustawieri @) misiéw modelu Al,
a, misiow modelu A2 itd.

3. Niech N(aj,az,b1,b2,p,q) oznacza liczbe bezpiecznych ustawiefi misiéw takich, ze
przedostatni i ostatni mi§ w rzg¢dzie to odpowiednio modele p oraz g (p,q € T).

Odnotujmy jeszcze nastgpujacy fakt, prawdziwy dla ukladéw, w ktérych
ay+ax+by+by>2.

Fakt 1 M(ai,a2,b1,b2) =¥ gyerxr N(a1,a2,b1,b2,p,9)

Rozwigzanie wzorcowe

Skorzystamy z faktu 1. Zamiast liczy¢ od razu wartosci funkcji M, wyznaczymy najpierw,
korzystajac z metody programowania dynamicznego, wartosci funkcji N.
Uczynmy kluczowe spostrzezenie.

Spostrzezenie 2 Dla a| + ay + by + by > 2 zachodzq réownosci:

N(a17a27b17b27q5A1) = Z N(al_laa27blab25paQ)a
{p:(p.g.Al)eU}
N(ai,a2,b1,b2,q,A2) = Y N(ai,ax—1,b1,b2,p.q),

{p:(p.q.A2)€U}
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N(a17a27b17b27q581) = Z N(alaa27b1_1ab25paQ)a
{p:(p.q,B1)€U}
N(ar,a2,b1,02,q,B2) = ), N(ai,a,bi,ba—1,p,9),

{p:(p.q,B2)€U}

Piszqc w skrécie:
N(a17a23b17b27q’r) -
= Z{p:(pAq,r)eU}N(al - [r :A1]7a2 - [r :Az]vbl - [r = Bl]vb2 - [r = Bz]vPvQ)v
gdzie [r = x| dla x € T, to odpowied? na pytanie, czy r = x, czyli jedynka, gdy r = x,
a zero w przeciwnym przypadku. W ogolnosci zapis [wyraZenie logiczne], nazywany notacjq
Iversona, jest zdefiniowany jako 1, jezeli wyraZenie jest prawdziwe, a 0 w przeciwnym
przypadku.

Zauwazmy, ze aby policzyé N(aj,an,b1,bs,q,r), dla dowolnego r wystarczy
znaé wartosci N(d),d5,b),b),s,t), gdzie s i t sa dowolnymi modelami misiéw, za$
a) +a+ b} +b), =ay +a+bi +by — 1. Wartosci N, ktére musimy wyznaczy¢ bezposrednio,
to przypadki, gdy mamy tylko dwa misie: a; + a + by + b = 2 — mozna je policzy¢ ,,na
palcach” (na przyktad N(1,1,0,0,A1,A2) = 1). Dla wartosci a| + az + by + by < 2 funkcje
N(ai,az,b1,ba,*,*) definiujemy jako réwna zeru.

Implementacja

PowyzZsze spostrzezenia pozwalaja nam zapisaé nastgpujaca funkcje.

1: function licz_ustawienia(a;, a, by, b))

2 { a1, az, by, by to odpowiednio liczby misiéw modelu Al, A2, BI, B2 }
3 if aj+ay+b1+b, <1 then

4 return 1;

5. else begin

6 { zainicjuj wartosci N dla aj+a,+by+by=2}

7 { pozostate pola N wyzeruj }

8 for i:=0 to a; do

9: for j:=0 to a; do

10: for k:=0 to b; do

11: for [:=0 to b, do

12: for gc T do

13: for reT do

14: for pcT do

15: if i+j+k+1>2 and (p,q,r) €U then

16: { Dodawanie wykonywane modulo 1000000 }
17: N(i,j,k,1,q,r) :=N(i,j k1,q,r)+

18: +N(i—[r=Al},j—[r=A2],k—[r=B1],l—[r=B2],p,q);
19:  end;

200 { M — wynik }

21: M :=0;

22:. for peT do
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23: for g T do
24: { Dodawanie wykonywane modulo 1000000 }
25: MZ=M+N(a1,a2,b17b2,p,q);

26: return M,

Rzut oka na wiersze 8-11 pozwala przekonal si¢, ze algorytm dzialta w czasie
O(ajazb1by). Jest jednak jeszcze jeden problem: program zuzywa za duzo pamigci! W tak
zaimplementowanej procedurze tablica N zajmuje niemal 160MB pamigci, a mamy tylko

32MB.

Mozna temu jednak zaradzié. Zauwazmy, ze po policzeniu N(aj + 1,az,b1,b2,p,q)
juz nigdy nie skorzystamy z wartosci N(aj,az,b1,b2,p,q).
mozemy tak zaimplementowac procedurg licz_ustawienia, zeby tablica N miala rozmiar
2 %39 %39 %x39 x4 x4. Szczegély implementacyjne pozostawiamy Czytelnikowi jako

nietrudne ¢wiczenie.

Testy

Rozwiazania zawodnikéw sprawdzane byty na zestawie 13 testow, podzielonych na 10 grup.

Wigkszos¢ testéw zostata wygenerowana w sposéb losowy.

Nazwa a; | a3 | by | by Opis
misla.in 2 5 3 7

mislb.in 0| O 1 0 | przypadek brzegowy
mis2a.in 7 1 8 9

mis2b.in 5| 2 1 1 | wynikiem jest O
mis3.in 6 6| 4 3

mis4.in 9 8 7 6

mis5.in 15 | 17 8 | 21

mis6.in 28 | 17 | 4| 33

mis7.in 38 0 1| 37

mis8.in 20 | 35 | 20 | 37

mis9a.in | 38 | 32 | 28 | 30

mis9b.in | 35 | 20 | 10 | 11 | wynikiem jest O
misl0.in | 37 | 37 | 30 | 38

W szczeg6lnosci wige
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Jakub Pawlewicz, Jakub Radoszewski
Thumaczenie

BOI 2006, dzien probny, 18.05.2006

Squint

Zadanie

Napisz program do wyznaczania pierwiastkow z liczb catkowitych.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku squint.in. Jedyny wiersz wejscia zawiera jedng liczbe catkowitq
0<n<29.

Wyjscie

Wyjscie powinno znaleZé sie w pliku squint.out. Jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac
najmniejszq nieujemng liczbe catkowitq q, takq Ze P >n.

Przyklad

Dia pliku wejsciowego squint.in:

122333444455555

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy squint.out:
11060446

jako ze \/122333]44455555 ~ 11060445.058765619.
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Wyrazenia bitowe

W dziedzinie przetwarzania sygnatow czesto wystepuje potrzeba wyznaczenia maksymalnej
mozliwej warto$ci pewnego wyraZenia, zawierajgcego dziatania bitowe AND i OR, przy
zaloZeniu, zZe zmienne wykorzystane w wyrazeniu sq liczbami calkowitymi o pewnych zakresach.
Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktory dla danego wyrazenia i zakreséw zmiennych
w nim wystepujgcych wyznaczy maksymalng wartosé, jakg to wyrazenie moze 0siggngc.

Analizowane wyrazenie bedzie mialo uproszczong postaé, mianowicie bedzie zloZone
z pewnej liczby podwyrazen, poumieszczanych w nawiasach i polgczonych dziataniem bitowym
AND (oznaczanym znakiem & ). Kazde podwyrazenie skladaé si¢ bedzie z jednej lub z wiekszej
liczby zmiennych, polgczonych dzialaniem bitowym OR (oznaczanym znakiem |). Przy
uzyciu tej konwencji mozna jednoznacznie opisaé dane wyrazenie, podajgc liczbe podwyrazen,
z ktorych sie sktada i liczby zmiennych zawartych w poszczegdlnych podwyrazeniach. Zmienne
sq ponumerowane w kolejnosci pojawiania sie w wyrazeniu.

Dia rozjasnienia powyziszego opisu przeanalizujmy przyklad. Jezeli liczba podwyrazen
wyrazenia wynosi 4, a liczbami zmiennych w kolejnych podwyrazeniach sq: 3, 1, 2 i 2, to
takie wyrazenie ma postac:

E = (v1|v2]v3)8(v4)8(vs|vs) E(v1]vg)

Dzialania bitowe sq zdefiniowane w standardowy sposéb. Na przyklad, w celu wykonania
dzialania 2166, na poczgtku znajdujemy zapisy binarne obu liczb (argumentéw): 10101 oraz
110 (jako ze 21 = 24 122420 ¢ 6= 22 -/—21). Kazda cyfra binarna wyniku zalezy od
odpowiadajgcych cyfr argumentéw: jezeli obie sq réwne 1, to cyfra wynikowa bedzie Téwna
1, a w przeciwnym przypadku 0. Na poniZszym rysunku z lewej strony znajduje sie ilustracja
dzialania 2166 = 4. Gdybysmy natomiast chcieli policzyé 216, to cala procedura wygladalaby
podobnie, z tym wyjgtkiem, zZe wynikowa cyfra bylaby réwna 1, jezeli co majmniej jedna
z odpowiadajgcych cyfr w argumentach bylaby réwna 1, natomiast jezeli obie odpowiadajgce
cyfry bylyby zerami, to wynikowa cyfra bylaby réwna 0. Na $rodku ponizszego rysunku znajduje
sie ilustracja dzialania 21|6 = 4. Definicje dzialari bitowych latwo sie wogdlniajg na operacje
wieloargumentowe. Z prawej strony rysunku jest wykonane dziatanie 30691167 = 2.

11110

10101 10101 01011

& 00110 | 00110 & 00111
00100 10111 00010

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku bitwise.in. W pierwszym wierszu wejscia znajdujg sie
dwie liczby calkowite N oraz P, gdzie N oznacza lgezng liczbe zmiennych (1 < N < 100),
a P oznacza liczbe podwyrazen (1 < P < N). Kolejny wiersz zawiera P liczb calkowitych
(K\,K3,...,Kp), gdzie K; oznacza liczbe zmiennych, wystepujacych w i-tym podwyrazeniu.
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Wyrazenia bitowe

Wszystkie liczby K; sq niemniejsze od 1 i ich suma jest réwna N. Kolejnych N wierszy
zawiera po dwie liczby catkowite A; i Bj (0 < A; < Bj < 2000000000), definiujgce zakres
wartosci j-tej zmiennej: Aj <vj < Bj.

Wyjscie

Wyjscie powinno znaleZé sie w pliku bitwise.out. Wyjscie powinno sie sktadaé z jednego
wiersza, zawierajgcego jedng liczbe catkowitq — maksymalng moZliwg wartosé, jakqg moze
osiggngé wezytane wyrazenie.

Przyktad

Dia pliku wejsciowego bitwise.in:
4

N W R R RO KRN W M
I N Y T NN

3
poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy bitwise.out:
6

Powyzszej zawartosci pliku bitwise.in odpowiadajq nastepujgce ograniczenia mna
osiem zmiennych z przykladu z tresci zadania: 2 < vy < 4, 1 <wvy <4, v3 =0,
1 <wvy <7 1 <v5< 4, 1 <vg<2, 3<v<4 1 2< v <38, W zapisie
binarnym, jednym z mnajlepszych warto$ciowan dla tego przykladu zmiennych jest:
(100|011|000)&(111)6(100|010)6(100|011), w ktdrym wszystkie podwyrazenia z wyjgtkiem
trzeciego majqg warto$¢ 7.

Ocenianie

W 30% testow liczba wszystkich mozliwych wartosciowar, zmiennych bedzie mniejsza od
jednego miliona.
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Kolekcjoner monet

W' Bajtocji w obiegu jest N nominalow monet, a wsréd nich jest moneta 1-centowa.
Dodatkowo jest jeszcze K -centowy banknot, ktorego wartosé przekracza warto$ci wszystkich
monet. Kolekcjoner monet chcialby zebrac co nagmniej po jednym egzemplarzu monety kazdego
nominatu. Kolekcjoner ma juz troche monet w domu i jeden K-centowy banknot w portfelu.
Wszedt on do sklepu, w ktorym sprzedawane sq przedmioty, ktorych ceny sqg mniejsze niz K
centéw (1 cent, 2 centy, 3 centy, ..., K —1 centéw). W tym sklepie algorytm wydawania
reszty jest nastepujgcy:

1. Niech reszta do wydania bedzie réwna A centow.

2. ZnajdZz najwyiszy nominal monety, ktéry nie przekracza A (niech to bedzie moneta
B-centowa).

3. Daj klientowi monete B-centowq i zmniejsz wartosé¢ A o B.
4. Jezeli A = 0, to zakoricz; w przeciwnym przypadku wréé do kroku 2.

Kolekcjoner monet kupuje jeden przedmiot, placgc swoim K -centowym banknotem.

Zadanie
Napisz program, ktory wyznaczy:
o Jle jest réznych monet, ktorych kolekcjoner jeszcze nie ma w swojej kolekcji i ktore moze
pozyskaé w wyniku takiej transakcji?

e Jaka jest cena najdrozszeqo przedmiotu, ktory sklep moze mu sprzedaé w tej transakcji?

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku coins.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite
N (1 <N <500000) oraz K (2 < K < 1000000000). Kolejnych N wierszy opisuje
nominaly monet znajdujgcych sie w obiegu. Wiersz (i + 1)-wszy zawiera liczby calkowite ¢;
(1 <c¢i<K)id;, gdzie ¢; jest wartoscig monety (w centach), natomiast d; jest réwne 1, jezeli
kolekcjoner posiada juz te monete lub 0, jezeli jej nie posiada. Monety sq podane w kolejnosci
rosngcych wartosci, to znaczy c; < ¢y < ...<cy. Pierwsza moneta jest 1-centowa, to znaczy
cp=1.

Wyjscie

Wyjscie powinno znaleZé si¢ w pliku coins.out. Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawierac
jedng liczbe catkowitq — maksymalng liczbe nominaléw, ktorych kolekcjoner jeszcze mnie
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posiada, i ktére moze uzyskacé za pomocq jednego zakupu. Drugi wiersz wyjScia powinien
zawieraé jedng liczbe catkowitq — maksymalng cene przedmiotu, jaki kolekcjoner moze nabyc,
tak zeby wydana zgodnie z algorytmem reszta zawierata maksymalng liczbe nowych nominatow,
zadeklarowang w pierwszym wierszu wyjscia.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego coins.in:
7 25
10
20
31
50
10 O

13 0

20 0

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy coins.out:
3

6
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Kraje

Niniejsze zadanie pokazuje, jak skromne sqg poczgtki powstawania poteznych krajow. Rozwazimy
dwuwymiarowg mape terenu. Na mapie znajduje sie n miast. i-te miasto polozZone jest na
mapie w punkcie (x;,y;). PoloZenia miast sq parami rézine. W i-tym miedcie stacjonuje s;
zotnierzy pod dowddztwem generala.

Wplyw jaki wywiera i-te miasto na inny punkt na mapie (x,y) liczymy poprzez podzielenie
s; przez kwadrat odleglosci tego miasta od (x,y). Jest to tak, jakby oddzial Zolnierzy
w i-tym miescie dzialal silg grawitacyjng na wszystkie punkty na mapie. Mowimy, Ze i-te
miasto jest zagrozone przez inne j-te miasto, jezeli wplyw wywierany przez j-te miasto na
polozenie (x;,y;) i-tego miasta przekracza liczbe stacjonujgcych w nim Zolnierzy s; — wéwczas
miasto j-te moze wystaé wystarczajgco wielu Zotnierzy, aby pokonac Zolnierzy bronigcych i-te
miasto. Jezeli pewne i-te miasto nie jest zagrozone przez Zadne inne, to wdzieczni mieszkancy
ustanawiajg niezwyciezonego generata swoim krolem i przemieniajg swoje miasto w stolice
krolestwa.

Z drugiej strony, jezeli pewne miasto j-te, zagrazajgce i-temu miastu, wywiera Scisle
wiekszy wplyw na jego polozenie (x;,y;) niz jakiekolwiek inne miasto k-te, to mieszkaricy
i-tego miasta nie majg wyboru — i-te miasto musi sie poddaé j-temu miastu. Dlatego tez
i-te miasto must uznac te samgq stolice co j-te miasto. Jednakze s; Zolnierzy stacjonujgcych
w i-tym miescie nie dolgcza do armii ani j-tego miasta, ani swojej nowej stolicy. Moze tez
zaj$é przypadek przeciwny, w ktorym i-te miasto zostaje ocalone przez wzajemnie nieufne,
jednakowo mu grozgce miasta j-te i k-te: jezeli pierwsze z nmich zaatakowatoby i pokonato i-
te miasto, to drugie z nich mogloby takze zaatakowac i pokonaé zmeczonych bojem Zolnierzy
j-tego miasta. W takiej sytuacji mieszkancy i-tego miasta nie mogq jednak ustanowi¢ swojego
generala krolem, poniewaz nie jest on w stanie obronié miasta przed zagrozeniem. Dlatego tez
przemieniajg oni wéwczas swoje miasto w stolice demokracyi.

Zadanie

Twoim zadaniem jest mapisanie programu, ktory wczyta informacje o polozZeniach miast na
mapie i wypisze dla kazdego miasta i dokladnie jedno z trzech stwierdzen:

e Jest ono stolicg krdlestwa.
e Jest ono stolicg demokracyi.

o Uznaje j-te miasto za swojg stolice.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku countries.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe
catkowitg 1 <n < 1000, oznaczajgcq liczbe miast. Kolejnych n wierszy podaje informacje
o n miastach. Kazda informacja znajduje sic w osobnym wierszu. Wiersz (i + 1)-wszy
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podaje informacje o i-tym miescie w postaci trzech liczb catkowitych x;, y;, si, pooddzielanych
pojedynczymi odstepami. Wszystkie te liczby spetniajg nieréwnosci 0 < xj,y;,s;i < 1 000.

Wyjscie
Wyjscie powinno znaleZé sie w pliku countries.out. Wyjscie powinno sie skliadaé z n
wierszy, z ktorych i-ty powinien zawiera¢ odpowiedz dla i-tego miasta:

o Litere K, jezeli i-te miasto jest stolicg krolestwa.

e Litere D, jezeli i-te miasto jest stolicg demokracyi.

o Numer miasta 1 < j < n, ktore i-te miasto uznaje za swojg stolice, w przypadku, gdy
i-te miasto musialo sie poddac.

Przyklad
Dla pliku wejsciowego countries.in: : 14
5 5 AU @
25 14 : : : :
232 4 L
327 : : :
112 3 &
213 ] : ;
poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy b 7777777 7777777 ;7 77777777777777777
countries.out: ! :
K 1 2 3
D S SRR @ @i
‘ ‘
3 0
3

0 1 2 3 4 5

Na powyzszej mapie kaida kropka reprezentuje miasto. Nad kazdg kropkq znajduje
sie liczba Zolnierzy stacjonujgcych w odpowiadajgcym miescie.  Powyzsze 5 miast jest
ponumerowanych z gory na dot i od lewej do prawej.

3-cie miasto, polozone w punkcie (3,2) jest stolicg krdlestwa, ktére zawiera takze miasta:
4 w polozeniu (1,1) i 5 w poloZeniu (2,1). Z drugiej strony, miasto 1 w polozeniu (2,5)
samo stanowi krélestwo, a miasto 2 w polozeniu (2,3) samo stanowi demokracje.
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Plan budowy miasta

Na planecie budowana jest stacja kosmiczna. Stacja ma zatrudniaé N osob, ktore muszq gdzies
mieszkac, wiec wokdl stacji nalezy wybudowaé miasto. Ziemia dokola stacji jest podzielona
na rowne kwadraty. Na kaZdym kwadracie mozna wybudowaé jeden budynek, majgcy co
najwyzej K pieter. Kazdy budynek musi mie¢ doktadnie jedno mieszkanie na kazdym ze swoich
pieter. Wszystkie osoby muszqg byc zakwaterowane w oddzielnych mieszkaniach. Pozycje
kwadratu okreslamy przez pare liczb calkowitych (x,y), przy czym (0,0) oznacza pozycje
stacji, a pozostate kwadraty sq rozmieszczone tak jak na rysunku ponizej:

(—1,1) (0,1) (1,1)

(_170) (070) (170)

(-1,-1)| (0,—-1) | (1,—1)

Poniewaz ruch moze odbywaé sie tylko na ulicach znajdujgcych sie pomiedzy budynkami,
odleglo$é pomiedzy kwadratem (x,y) a stacjg wynosi |x| +|y| — 1 jednostek.

Koszt wybudowania jednego budynku jest réwny sumie kosztow budowy kaZdego z pieter.
Wiadomo, Ze koszt budowy pietra zalezy od wysokosci na jakiej ma sie ono znaleZé i nie zalezy
od miejsca postawienia budynku.

Czas zycia kazdego budynku wynosi 30 lat. Mieszkancy tych budynkow bedq dojezdzac do
pracy do stacji kosmicznej w tq i z powrotem te 30 lat. Przez ten czas, koszt dojazdow wyniesie
pojedynczq osobe T -d, gdzie d jest odlegloscig z budynku danej osoby do stacji.

MozZna przyjecé, ze planeta jest na tyle duza, a miasto na tyle male, Ze teren, na ktérym
ma by¢ wybudowane miasto, jest plaski.

Zadanie

Twoim zadaniem jest napisanie programu, znajdujgcego minimalny sumaryczny koszt
postawienia budynkow i dojazdéw w czasie 30 lat.

Wejscie
Wejscie znajduje sie w pliku tekstowym city.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczby
catkowite N (1 < N < 1000000000000), T (1 <T<500000) oraz K (1 <K <20000).

Nastepne K wierszy opisujg koszt wybudowania mieszkania na kazdym z pieter. (i+ 1)-wszy
wiersz zawiera liczbe calkowitq ¢; (1 < ¢; < 2000 000000) — koszt zbudowania mieszkania



206

Plan budowy miasta

na i-tym pietrze (przy zalozeniu, ze kazde z i — 1 nizszych pieter zostalo juz zbudowane).
Wiadomo, Ze koszt budowy wyzszego pietra jest wiekszy niz koszt budowy niZszego pietra:
c1<cp<...<cg.

Wyjscie

Wyjscie powinno znaleZé sie w pliku tekstowym city.out. Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia
powinien zawierac jedng liczbe catkowitq — catkowity koszt budowy miasta i dojazdow w czasie
30 lat. Mozna zalozyé, zZe wynik nie przekracza 8 - 1018 (czyli miesci sie w 64-bitowej liczbie
calkowitej ze znakiem).

Przyklad

Dia pliku wejsciowego city.in:

17 5 4

100

107

114

121

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy city.out:
1778
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Kompresja RLE

RLE jest prostym algorytmem, uzywanym do kompresowania ciggow zawierajgcych ciggle
wystgpienia jednego znaku. W wyniku kompresji danego ciggu otrzymujemy jego kod. Idea
jest taka, aby zastepowaé cigg skladajocy sie z powtdrzen jednego znaku (np. aaaaa)
licznikiem okreslajgcym liczbe wystgpien. Mianowicie taki cigg zastepujemy trojkq, sktadajgcg
sie ze znaku specjalnego, powtarzajgcego sie znaku i liczby calkowitej, okreslajgcej liczbe
jego wystgpien. Na przyklad aaaaa mozemy zakodowaé jako #a5 (gdzie # jest znakiem
specjalnym,).

Poniewaz musimy jako$ reprezentowad alfabet, znak specjalny i licznik, zdefiniujemy
kodowanie bardziej formalnie. Niech alfabet sktada sie z n znakéw reprezentowanych przez
liczby calkowite ze zbioru X = {0,1,...,n—1}. Kodem ciggu skladajgcego si¢ ze znakéw
ze zbioru X jest rowniez cigg znakow z X. W danym momencie znak specjalny jest
reprezentowany przez znak z X 1 oznaczamy go przez e. Z poczgtku e wynosi 0, ale moze
sie to zmienié¢ podczas kodowania.

Kod interpretujemy w nastepujgcy sposéb:

e dowolny znak a wystepujgcy w kodzie i r6Zny od specjalnego reprezentuje po prostu ten
znak,

o jesli w kodzie pojawia sie znak specjalny e, to nastepne dwa znaki majg specjalne
znaczenie:

— jesli po e wystepuje ek, to taka sekwencja reprezentuje k + 1 wystgpien e,

— w przeciwnym przypadku, jesli po e wystepuje b0 (gdzie b # e), to od tego momentu
b staje sie znakiem specjalnym,

- w p.p., jesli po e wystepuje bk (gdzie b #e i k> 0), to reprezentuje to k + 3
wystapienia b.

Uzywajge powyzszego schematu kodowania mozemy zakodowaé dowolny cigg znakow
z Y. Na przyklad, dla n = 4, cigg 1002222223333303020000 mozemy zakodowaé jako
10010230320100302101. Pierwszy znak kodu 1 oznacza po prostu 1. Nastepnie 001 koduje
00. Dalej 023 reprezentuje 222222, 032 reprezentuje 33333 4 010 zmienia znak specjalny
na 1. Nastepnie 0302 reprezentuje siebie ¢ na koricu 101 koduje 0000.

Dany cigg mozemy zakodowaé ma wiele sposobow, przy czym dlugosci otrzymywanych
kodow mogq sie roznié. Twoim zadaniem jest dla zakodowanego juz ciggu znaleZé inny kod,
ktory ma nagmniej znakow.

Zadanie
Napisz program, ktory:

o Wezyta rozmiar alfabetu i kod pewnego ciggu.
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o /najdzie najkrotszy kod dla tego ciggu.

o Zapisze wynik.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku tekstowym rle.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczbe
calkowitg n (2 <m < 100000) — rozmiar alfabetu. Drugi wiersz zawiera liczbe calkowitq m
(1 <m < 2000000) dlugo$é kodu. Ostatni wiersz zawiera m liczb calkowitych ze zbioru
{0,1,...,n— 1}, pooddzielanych pojedynczymi odstepami i reprezentujgcych kod ciggu.

Wyjscie
Wyjscie powinno sie znaleZé w pliku tekstowym rle.out.  Pierwszy wiersz wyjscia
powinien zawieraé jedng liczbe calkowite m' — najmniejszq mozliwg liczbe znakéw

w kodzie reprezentujgcym dany cigg. Drugi i ostatni wiersz wyjScia powinien zawierac
m' liczb catkowitych ze zbioru {0,1,...,n— 1}, pooddzielanych pojedynczymi odstepami
i reprezentujgcych kod ciggu. Jesli istnieje wiecej niz jeden najkrotszy kod danego ciggu, twdj
program powinien wypisaé dowolny z nich.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego rle.in:

4

20
10010230320100302101
poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy rle.out:
19

1010001231320302101

Natomiast dla pliku wej$ciowego rle.in:

14

15

10 10 10 0 10 0 10 10 13 10 10 13 10 10 13
poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy rle.out:
9

0 10 13 0 10 13 0 10 10
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Przeskocz szachownice!

Na szachownicy o wymiarach n X n rozmieszczono liczby catkowite, po jednej nieujemnej liczbie
catkowitej na pole. Celem jest przeskoczenie z lewego gornego pola do prawego dolnego pola
planszy poprzez wykonywanie tylko dozwolonych skokéw. Liczba na polu mdéwi o ile dokladnie
pol trzeba sie przesungc z tego pola. Skok mozna wykonywad tylko w linii prostej w prawo bgdz
w dot. Zabronione sq skoki, ktore powodujqg wyjscie poza szachownice. Zauwaz, ze 0 oznacza
Slepy zaulek, z ktorego nie mozna sie juz dalej ruszyc.

Rozwazmy szachownice o wymiarach 4 X 4, takg jak na Rysunku 1. Na tym rysunku
kotko narysowane linig ciggle oznacza pozycje startowq, a kétko narysowane linig przerywang
oznacza pozycje docelowgq.

2)3]3]1 2 G | @ @
12]1]3

1231 L@ O O
3[1[1{0 00 © @& | ©

Na rysunku 2 pokazane sq wszystkie trzy dozwolone drogi ze startu do celu. Na tym rysunku
usunieto liczby, ktore nie majqg wplywu na wykonywane skoki.
Zadanie
Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktory znajdzie liczbe wszystkich dozwolonych drég
z lewego gornego pola do prawego dolnego pola.
Wejscie
Pierwszy wiersz pliku wej$ciowego jump.in zawiera jedng liczbe catkowitg n, 4 < n < 100
— rozmiar szachownicy. Nastepnie na wejsciu jest n wierszy, opisujgcych liczby znajdujgce
sie na szachownicy. Kazdy z tych wierszy zawiera n liczb catkowitych z przedziatu 0...9,
pooddzielanych pojedynczymi odstepami.
Wyjscie

W jedynym wierszu pliku wyjSciowego jump.out powinna znaleZé sie jedna liczba calkowita
— liczba dozwolonych drég z lewego gornego pola do prawego dolnego pola.
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Przyklad

Dia pliku wejsciowego jump.in:

4

2331

1213

1231

3110

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy jump.out:
3

Ocenianie

Liczba dozwolonych drég moze byé dosyé spora. UzZywajge zmiennych 64-bitowych (long
long int w C, Int64 w Pascalu) mozna osiggnagé jedynie 70% maksymalnej punktacyi.
Mozesz zalozyé, Ze dla wszystkich testow wynik bedzie liczbg calkowitq, majgcq nie wiecej
niz 100 cyfr.
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Nadajnik

Nowa rozglosnia radiowa chce zaczgé nadawaé w Vrsarze. Umowa jakq zawarli z wladzami
miasta okresla minimalng liczbe domostw, jaka ma byé w zasiegu nadajnika. Ze wzgledu na
ograniczony budzet mogq postawié tylko jeden nadajnik o okreslonym zasiegu. Koszt nadajnika
jest proporcjonalny do jego zasiequ. Dlatego tez stacja radiowa chcialaby tak umiejscowié
nadagnik, Zeby spelnic warunki umowy, a jego zasieg byl jak najmniejszy.

W Vrsarze jest N domostw — kazde z nich jest reprezentowane przez pare catkowitych
wspbtrzednych. Nadajnik moze byé umieszczony w dowolnym punkcie na plaszczyznie
(niekoniecznie o wspdlrzednych calkowitych) a zasieg nadajnika moze byé dowolna dodatnia
liczba rzeczywista. Jesli nadajnik ma zasieg R, to domostwo jest w zasiegu nadajnika jezeli
jego odlegtosé od nadajnika wynosi co najwyzej R.

Zadanie

Napisz program, ktéry na podstawie potozenia domostw oraz liczby catkowitej K wyznaczy
minimalny wymagany zasieg oraz jedno z mozliwych polozen nadajnika, dla ktorych
przynajmnie] K domostw jest w zasiegu nadajnika.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby calkowite N i K (2 < K < N < 500) — lgcezng
liczbe domostw oraz minimalng liczbe domostw, ktore muszg byé w zasiegu nadajnika.

Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera po dwie liczby calkowite X i Y (0 < X,Y < 10000)
— wspdlrzedne jednego z domostw. Zadne dwa domostwa nie majg tych samych (obydwu)
wspotrzednych.

Wyjscie

Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawierac liczbe rzeczywistq — minimalny wymagany zasieg
nadagnika R. Drugi wiersz wyjscia powinien zawiera¢ wspotrzedne nadajnika — dwie liczby
rzeczywiste X 1 Y.

Uwaga: Jezeli istnieje wiele mozliwych poprawnych wynikéw, Twdj program powinien wypisaé
dowolny z nich. Wszystkie trzy liczby powinny byé wypisane albo w standardowej postaci
dziesietnej, albo w notacji inZynierskiej.

Ocenianie

Podany przez Twdj program wynik zostanie uznany za poprawny wtedy i tylko wtedy, gdy bedq
spetnione nastepujgce dwa warunki:
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o Wartosé bezwzgledna r1éznicy miedzy R i@ minimalnym wymaganym zasiegiem
(wyznaczonym przez jury) jest mniejsza lub réwna 0.0001 .

o Nadajnik o zasiegu R+ 0.0002, umieszczony w punkcie o wspdlrzednych (X, Y ) pokrywa
swym zasiegiem przynajmniej] K domostw.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
4 3

22 &
6 2

6 5

28

poprawnym wynikiem jest:
2.5 L
4 3.5

Natomiast dla danych:
10 5

O W W o NN OO
»
Y

S W 0100 O NN

1 .-

poprawnym wynikiem jest: -
2.236068
34

Uwaga: kazdy z rysunkdw przedstawia odpowiednie wejscie wraz z przedstawionym wynikiem.
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Kolejka kibicow

Jesli jestes chocby umiarkowanym kibicem pilki nozinej, to zapewne wiesz, Ze zdobycie
biletéw na tegoroczne mistrzostwa Swiata w Niemczech bylo prawie niemozliwe. Zachlanni
organizatorzy i skorumpowane federacje pilkarskie przejely wiekszosSé dostepnych biletow
i rozprowadzity je wsrod sponsorow, dzialaczy, a takze ich rodzin oraz znajomych. W rezultacie,
trybuny byly petne 0séb z koneksjami, a prawdziwi kibice zostali w domach oglgdajgc mecze
przerywane reklamami kiepskiego piwa i bezcukrowej gumy do Zucia.

Zostalo jednak jeszcze kilka biletéw na mecz finalowy.  Przed kasqg utworzyla sie
gigantyczna kolejka. W miare jak kibice stawali w kolejce, zostali oznaczeni kolejnymi liczbami
catkowitymi — pierwsza osoba w kolejce zostata oznaczona liczbg 1, druga liczbg 2 itd.

Kolejka zaczela tworzyc sie juz poprzedniej nocy. Kibice czekajgce tak diugo wypili duzo
kiepskiego piwa i wyzuli mndstwo bezcukrowej gumy. Nic wiec dziwnego, Ze wielu z nich
musialo skorzystaé z toalety. Za kaidym razem, gdy ktorys z kibicow idzie za potrzebg,
opuszcza kolejke i wraca do niej po zalatwieniu potrzeby — jednak wracajgc do kolejki moze
stangé w innym miejscu niz poprzednio. PoniewaZz dostepna jest tylko jedna kabina WC, Zaden
z kibicdw nie opuszcza kolejki, dopdki poprzedni kibic mie wréci z toalety (tak wiec, w kazdej
chwili co najwyzej jednego kibica nie ma w kolejce).

Przez noc toaleta zostal odwiedzony przez kibicow N razy. Kazda taka wizyta jest
opisana dwiema dodatnimi liczbami catkowitymi A i B — kibic oznaczony liczbg A wyszedt
z kolejKi, a nastepnie wrécit do niej i stangt bezpoSrednio przed Kibicem oznaczonym
liczba B. Po zakoriczeniu wszystkich wyjsé do toalety organizatorzy muszq znaleZé odpowied?
na szereg pytan. Kazde pytanie ma postaé albo 'PX’, co oznacza pytanie o pozycje Kibica
oznaczonego numerem X, albo 'LX’, co oznacza pytanie o to jaka liczba jest oznaczony
kibic na pozycji numer X.

Zadanie

Pierwsza osoba w kolejce stoi na pozycji 1, druga na pozycji 2 itd.
Napisz program, ktéry majgc dane opisy wizyt kibicdw w kabinie WC oraz cigg pytar odpowie
na wszystkie dane pytania.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg N (2 < N < 50000) — lgczng liczbe
wizyt w toalecie. Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera po dwie rézne liczby calkowite A i B
(1 <AB<K 109), opisujgce jedng wizyte w toalecie.

Kolejny wiersz zawiera jedng liczbe calkowite Q (1 < Q < 50000) — laczng liczbe pytar.
Kazdy z kolejnych Q wierszy zawiera pojedynczq litere (jest to albo duza litera 'P’, albo duza
litera 'L’) oraz liczbe calkowitq X (1 < X < 109), opisujgce jedno pytanie.
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Wyjscie

Wyjscie powinno lgcznie skladaé sie z Q wierszy.

Wiersz numer ¢ powinien zawierac liczbe catkowitq R — odpowied? na pytanie numer i. Jesli
odpowiednie pytanie jest postaci 'PX;’, to R powinno byé konicowq pozycjq kibica oznaczonego
liczbg X;. Jesli odpowiednie pytanie jest postaci 'LX;’, to R powinno byé liczbg, ktorg
oznaczono kibica stojgcego na pozycji X;.

Ocena

W tym zadaniv mozna dostaé cze$ciowe punkty za niepoprawne rozwigzania, ktore jednak
poprawnie odpowiadajqg na jeden rodzaj pytan. Jesli Twdj program poprawnie odpowie na
wszystkie pytania postaci 'PX°, lub na wszystkie pytania postaci 'LX °, otrzyma 50% punktéw
za dany test.

Jednak Zeby otrzymaé czeSciowe punkty, wyjscie musi mieé postac zgodng ze specyfikacjq.
Tak wiec nawet jesli zdecydujesz sie odpowiadaé tylko na jeden typ pytan, to musisz réwniez
wypisywal odpowiedzi na wszystkie pytania drugiego typu.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
2 1
6 3 2
96 9
8 6
L1 1
L2 2
L3 5
L4 6
P1

P2

P 3

P 4
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poprawnym wynikiem jest:
10
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Spacer

Znalezienie drogi w duzym i nieznanym miescie moze bycé catkiem skomplikowanym zadaniem,
szczegdlnie gdy jest sie — tak jak Krzys — informatykiem, ktory zawsze stara sie wybierac
najkrotszqg mozliwg droge. Dysponujgc mapg miasta Krzys chee znaleZé najkrotszq Scieike
pomiedzy miejscem, w ktorym aktualnie sie znajduje a miejscem, do ktorego chce sie dostaé

Mape miasta mozemy wyobrazaé sobie jako nieskonczong siatke ztozong z kwadratow
jednostkowych.

Krzys znajduje sie w kwadracie o wspdlrzednych (0,0) i chee sie dostaé do kwadratu
o wspdlrzednych (X,Y ).

W miescie jest N budynkow. Kaidy z nich ma na mapie postaé prostokgta zajmujgcego
pewnq liczbe kwadratéw jednostkowych. Zadne dwa budynki nie stykaja sie ani nie maja,
czeSci wspolnej (co oznacza, ze Krzys moze wokdl nich swobodnie chodzié). Kazdy budynek
jest zdefiniowany przez podanie wspdirzednych dwdch skrajnych kwadratéw znajdujgcych sie
po przekgtnej.

W jednym kroku Krzys moze przejs¢ do jednego z czterech sgsiednich kwadratow, pod
warunkiem, ze nie wejdzie na obszar zajmowany przez budynek. Wszystkie kwadraty zajete
przez budynki majq wspdtrzedne X ostro wieksze od zera.

Zadanie

Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktéry na podstawie opisu budynkdw znajdzie jedna
najkrotsza Sciezke z micjsca, w ktérym aktualnie znajduje sic Krzys do miejsca, do ktérego
chee sie dostaé. Sciezka powinna zostaé wypisana jako cigg poziomych i pionowych odeinkéw,
z ktorych Zadne dwa kolejne nie sq do siebie rownolegle. Diugoscig Sciezki nazywamy liczbe
kwadratow jednostkowych, z ktorych jest ona zlozZona, nie liczgc kwadratu, z ktérego zaczynamy
wedrowke.

Wejscie

Pierwsza linia wejécia zawiera dwie liczby catkowite XY (1 < X < 109,-100 <Y < 106)
— wspolrzedne kwadratu do ktérego chcemy sie dostaé.  Druga linia wejScia zawiera
jedng liczbe calkowita N (0 < N < 100000) — liczbe budynkéw w miescie.  Kazdy
z nastepnych N wierszy zawiera cztery liczby catkowite X1,Y1, X2, Y2 (1< X1,X2< 106,
—10°<Y1,Y2 < 106) — wspolrzedne dwéch skrajnych kwadratow znajdujgcych sie na
przekgtnej prostokgta zajmowanego przez budynek.

Wyjscie
Pierwsza linia wyjscia powinna zawieraé liczbe calkowitq L — dlugosé nagkrétszej sciezki

prowadzgcej do kwadratu docelowego. Druga linia wyjscia powinna zawieraé liczbe calkowitg
M — ilo$é odcinkow, z ktorych sktada sie najkrotsza Sciezka. M nie moZe przekroczyé



220 Spacer

1000000. Kazdy z nastepnych M wierszy powinien zawieraé dwie liczby catkowite, DX
i DY, opisujgce wzgledne przemieszczenie Krzysia wzdtuz jednego odcinka $ciezki. Dla kazdego
odcinka, dokladnie jedna 2z liczb DX, DY powinna byé zerem, a zZadne dwa kolejne odcinki
nie powinny byé do siebie rownolegle.

Uwaga: jezeli istnieje wiele prawidiowych rozwigzan, mozesz podaé dowolne z nich.

Ocena
Niepelne lub nieprawidlowe rozwigzania, ktore poprawnie znajdujq dlugo$é mnajkrotszej

mozliwej Sciezki, otrzymajg punkty czesciowe.
Jezeli podana przez Ciebie minimalna diugosé jest prawidlowa, otrzymasz 80% punktéw za

test.

W przypadku, gdy znajdujesz tylko minimalna dlugosé, nie musisz wypisywadé niczego wiecej.
Przyktad

Dla danych wejsciowych:
91

2

5-383

10 -3 13 3

poprawnym wynikiem jest:
16

3

0 4

90

0 -3
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Natomiast dla danych:
12 0

5

2 -131 I
6 -7 8 -1

6186 l

4345

10 -5 10 3

poprawnym wynikiem jest:
24

= O N O 01 O b O
O P O N O

o

Uwaga: kaidy obrazek przedstawia dane wejSciowe oraz odpowiadajgce im przykladowe
rozwigzanie.
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Polacz

Dawno, dawno temu, ulubiong grq kazdego, kto uzywat komputera pracujgcego w rozdzielczosci
25280 znakow, byt ,Nibbles”, ale to nie ma najmniejszego znaczenia.

A teraz co$ zupelnie innego. Do gry w Polgcz potrzebna jest plansza zlozona z pdl
tworzgeych R wierszy i C kolumn, gdzie zardwno R jak i C sq nieparzyste. Wiersze i kolumny
sq ponumerowane liczbami — odpowiednio — od 1 do R oraz od 1 do C. KaZde pole na planszy
jest wolne lub zablokowane przez mur. Co wiecej, kazda plansza speinia nastepujgce warunki:

e Kuwadraty, ktérych obydwie wspélrzedne sa parzyste, nazywamy pokojami. Zawsze
sq¢ one wolne.

e Kwadraty, ktérych obydwie wspoétrzedne sa nieparzyste, nazywamy barierami.
Zawsze sq one zablokowane.

o Wszystkie pozostale kwadraty nazywamy korytarzami. Mogq one byé zardwno wolne,
jak i zablokowane.

e Korytarze lezgce na brzegach planszy sq zawsze zablokowane.

7|7

Bariery sq przedstawiane joko znaki ’+’, zablokowane pionowe korytarze jako g

a zablokowane poziome korytarze jako -’ Pokoje i niezablokowane korytarze sg
reprezentowane przez spacje.

Na samym poczgtku gry mna planszy umieszcza sie  parzysta liczbe pionkdw
(reprezentowanych przez duze litery 'X’), kazdy z nich w innym pokoju. Sciezkq pomiedzy
pionkami A 1 B nazywamy cigg wolnych kwadratéw, ktéry zaczyna sie w A, konczy w B,
a kazde dwa kolejne z nich sgsiadujg w pionie lub w poziomie. Diugosé sciezki definiujemy
jako liczbe krokéw potrzebnych do przejscia z A do B (czyli jest to pomniejszona o jeden liczba
kwadratéw, z ktérych sklada sie $ciezka).

Celem gracza jest najpierw podzielenie pionkow na pary, a nastepnic polaczenie kazdej
pary Sciezkq. Scieiki muszq zostaé dobrane w taki sposéb, aby zadne dwie z nich nie
przechodzily przez ten sam kwadrat. Wynikiem gry nazywamy sume dhugosSci wszystkich

Sciezek.
R e e S s et Rt e
I [ [ [
oA+ o+ o+ o+ Fobot o ot o+ o+
(D S I [ [ S T [
R e I e
| | | X | | | [..X |
-+ o+ o+ o+ o+ o+t ot o+ o+ o+ o+ o+t
| | | | | |
et e
| X| | X|
I e I s
| | I |
R e S ot o+ o+t
| X | | X |
ot ot o+ o+t T S S S
| | | | | |
B R R
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Polgcz
Zadanie

Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktory na podstawie opisu planszy rozegra gre w taki
sposob, aby osiggnagé nagmniejszy mozliwy wynik.

Dane wejéciowe bedg dobrane w taki sposéb, aby zawsze istnialo przynajmniej jedno (ale
niekoniecznie dokladnie jedno) rozwigzanie.

Wejscie

Pierwsza linia wejécia zawiera dwie nieparzyste liczby R i C, (5 K R< 25, 5 <C0<80) —
ilo$¢ wierszy i kolumn. W kazdej z nastepnych R linii znajduje si¢ C' znakow opisujacych jeden
wiersz planszy. Kazdy z tych znakdw bedzie albo jednym ze znakéw ’+7, 7|7, '=’ (reprezentujgcy
bariere, zablokowany korytarz), albo spacjq reprezentujgcq niezablokowany korytarz lub pokdy,
albo znakiem X’ reprezentujgcym pionek. Na planszy bedq znajdowaé sie przynajmniej dwa
pionki. Pojedynczy wiersz wejscia mozesz wezytaé na przyklad w nastepujacy sposdb (pamietay,
aby pierwszq linie wejscia zawierajgcg liczby R i C wezytaé w calosci, lgcznie ze znakiem
nowego wiersza,):

PASCAL C C++

var s : string; char s[81]; string s;

readin(s); gets(s); getline(cin,s);
Wyjscie

Pierwsza linia wyjscia powinna zawieraé jedng liczbe calkowitq, najmniejszy mozliwy wynik.
Nastepne R wierszy powinno zawierac opis planszy po skoniczonej grze. Format opisu powinien
by¢ dokladnie taki sam jak format wejscia, za wyjgtkiem niezajetych przez pionki kwadratow
nalezgcych do Sciezek, ktore powinny zostaé oznaczone przy pomocy znakow . .

Uwaga: W przypadku, gdy istnieje wiele prawidlowych rozwigzan, mozesz podaé dowolne

z nich.

Ocena

Niepelne lub nieprawidlowe rozwigzania, ktore poprawnie znajdg najmniejszy mozliwy wynik
gry, otrzymajqe punkty czeSciowe. Jezeli podany przez Twdj program najmniejszy mozliwy
wynik jest poprawny, otrzymasz 80% punktéw za test. Jezeli nie znajdujesz opisu planszy po
zakonczonej grze, nie musisz wypisywacé niczego wiecej.



Przyklad

Dla danych wejsciowych:
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poprawnym wynikiem jest:
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Link

Webmaster Kirk porzqdkuje witryne internetowq swojej szkoty. Tresci tworzgcych jg stron sg
dobre, ale nie sq one wlasciwie polgczone odsylaczami. W rzeczywistosci, kazda strona zawiera
dokladnie jeden odsylacz prowadzgcy do innej ze stron. To nie jest wlasciwy sposob organizacji
— uzytkownik zaczynajgc od strony domowej musi zwykle przej$é przez wiele odsytaczy zanim
dotrze do interesujgcej go strony, a niektore strony w ogole nie sq dostepne. Na poczgtek Kirk
chce dodaé kilka odsylaczy tak, aby do kazdej ze stron mozna bylo szybko dotrzeé ze strony
domowej. Nowe odsylacze mogg byé dodane na dowolnych stronach szkoly.

Na witryne szkoly sklada si¢ N stron oznaczonych liczbami calkowitymi od 1 do N, przy
czym strona domowa ma numer 1. Strony tgczy N odsylaczy; na Kazdej stronie znajduje sie
dokladnie jeden odsylacz prowadzqcy do pewnej innej strony. Dla danej liczby calkowitej
K powiemy, ze strony sq K-dostepne, jezeli do kazdej strony mozna dojsé ze strony domowej
przechodzge przez co najwyzej K odsylaczy.

Zadanie

Napisz program, ktéry na podstawie opisu stron i liczby calkowitej K wyznaczy minimalna
liczbe odsylaczy, jakie trzeba dodacé na stronach, tak aby staly sie K-dostepne.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite N ¢ K (2 < N < 500000,
1 <K <20000) — liczbe stron oraz pozgdang maksymalng liczbe odsylaczy jakie trzeba
przejsé.  Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera po dwie réine liczby calkowite A i B
(1 < A,B < N) oznaczajgce, ze na stronie A znajduje sie odsylacz prowadzqcy do strony B.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe catkowitq, minimalng liczbe
odsylaczy, jakie trzeba dodac, aby strony byly K-dostepne.



228 Link
Przyklad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
3 2
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Natomiast dla danych: poprawnym wynikiem jest:
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Srodnia

Niektore firmy wolg nie ujawniaé zarobkéw swoich pracownikéw, a zwlaszcza zarobkéw
pracownikéow na szczeblu kierowniczym. Wolg ukryé przed dzialaczami zwigzkowymi jak
Zle oplacani sqg zwykli robotnicy, oraz unikngé nudnych mnegocjacji dotyczqcych podwyzek
i przywilejow (zardwno dla robotnikdéw, jak i dla samych dzialaczy zwigzkowych). Z drugiej
jednak strony, czasami firmy chetnie udostepniajq takie dane do celdw statystycznych
i marketingowych.

Firma Krzak S.A. chetnie odpowiada na pytania postaci: ,Jaka jest Srodmia zarobkéw
pracowntkéw A, B, C i D?”. Srodnia (ang. meandian) czterech liczb jest zdefiniowana
jako Srednia dwdch $rodkowych z nich. Bardziej formalnie, srodnig ciggu a,b,c,d uzyskujemy
sortujgc nagpierw ten ciqg, a nastepnie obliczajgc )%, gdzie x iy to drugi i trzeci element
posortowaneqgo ciggu.

Twoim zadaniem jest odtworzenie dokladnych zarobkow pracownikéw, zadajgc pytania
podanej postaci. Zauwaz, Ze zarobki niektorych pracownikéw nigdy nie mogq byé odtworzone
(np.  zarobki najlepiej oplacanego pracownika, czyli prezesa firmy) nawet na podstawie
odpowiedzi na wszystkie mozliwe pytania.

Firma Krzak S.A. zatrudnia N (4 < N < 100) pracownikéw, ponumerowanych od 1
do N. Zarobki kazdego pracownika wyrazajq sic parzysta dodatnia liczba calkowita
mniejszq lub réwng 100 000 i Zadnych dwéch pracownikéw nie zarabia tyle samo.

Mozesz korzystaé z biblioteki implementujgcej funkcje Meandian. Dla danych czterech
réznych liczb calkowitych A,B,C,D (1 < A,B,C,D < N), funkcja ta oblicza $rodnig zarobkdéw
pracowntkéw A, B, C i D.

Zadanie

Napisz program, ktéry magjgc dostep do biblioteki, odtworzy dokladne zarobki wszystkich
pracownikow, z wyjgtkiem tych, ktérych zarobki migdy mie mogq byé odtworzone. Twdj
program moze zadaé co najwyzej 1 000 pytan.

Biblioteka

Masz dostep do biblioteki implementujgcej nastepujgce trzy funkcje:

e Init — funkcja bezargumentowa. Twdj program powinien wywolywaé te funkcje
dokladnie raz, na poczgtku. Nie ma ona argumentéw, a jej wynikiem jest liczba
catkowita N — liczba pracownikow firmy Krzak S.A.
function Init : longint;
int Init(void);

e Meandian — te funkcje nalezy wywolywaé z czterema argumentami A,B,C,D —
réznymi liczbami catkowitymi od 1 do N wilgcznie. Jej wynikiem jest liczba catkowita,
Srodnia zarobkéw pracownikéw A, B, C i D.
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function Meandian(a,b,c,d : longint) : longint;
int Meandian(int, int,int,int);

e Solution — ta funkcja powinna zostaé wywolana na koncu Twojego programu.
Jej argumentem jest tablica liczb calkowitych reprezentujgca zarobki odpowiednich
pracownikéw. Jesli zarobki danego pracownika nie mogg byé odtworzone, odpowiedni
element tablicy powinien bycé réwny —1.

Zwrdé uwage, ze w kaidym z dostepnych jezykow programowania przekazywana tablica
jest indeksowana od 0. To znaczy, zZe zarobki pracownika nr 1 powinny byé w tablicy
na pozycyi 0, zarobki pracownika nr 2 na pozycji 1 itd.

procedure Solution(var sol : array of longint);

void Solution(const int *);

Korzystanie z biblioteki w Pascalu

Kod Zrédlowy Twojego programu musi zawierac polecenie "uses libmean’. Zeby skompilowaé
i przetestowaé swdj program mozesz pobraé ze strony ,Tasks” na serwerze zawodow
przykladowq biblioteke. Umiesé jg w katalogu, w ktorym bedziesz kompilowal program.

Korzystanie z biblioteki w C/C++

Kod Zrédlowy Twojego programu musi zawierad dyrektywe “#include "libmean.h"’. Zeby
skompilowaé i przetestowaé swdj program mozesz pobraé ze strony ,Tasks” na serwerze
zawodow przyktadowq biblioteke.

Aby skompilowaé swdj program, musisz go zlinkowaé z dostarczong bibliotekq, uzywajgc
polecenia postaci:

gcc -o meandian meandian.c libmean.o

lub

gt++ -0 meandian meandian.cpp libmean.o

Testowanie

Testujgc swdj program przy pomocy dostarczonej przykladowej biblioteki powinienes podaé
na standardowym wejsciu liczbe N, a nastepnie N parzystych liczb catkowitych. Biblioteka
wypisze komunikat informugjocy, czy Twoje rozwigzanie bylo poprawne. Utworzy ona takze
plik tekstowy meandian.log zawierajgcy szczegoly dziatania Twojego programu.

Ponizej przedstawiono kawalki kodu, ktére w Zadnej mierze nie rozwigzujg tego zadania, ale
ilustrujq uzycie biblioteki w dostepnych jezykach programowania.



PASCAL

uses libmean;

var i, n : integer;
arr : array[0..99] of longint;
foo, bar, quux : integer;
begin
n := Init;
foo := Meandian(l, 2, 3, 4);
bar := Meandian(4, 2, 3, 1);
quux := Meandian(n, n-1, n
for i := 1 ton do
arr[i-1] := 2*i;
arr[3] := -1;
Solution(arr);
end.

Przyklad (wejscia)

Przyktadowe dane wejsciowe:
10

100 500 200 400 250 300 350 600 550 410

Srodnia
C/C++

#include "libmean.h"

int main(void)
{
int i, n;
int arr[100];
int foo, bar, quux;

n = Init();

foo = Meandian(1l, 2,
bar Meandian (4, 2,
quux = Meandian(n, n-
for (i=1; i<=n; ++1i)

3, 4
3, 1);
1, n

arr[i-1] = 2*i;
arr[3] = -1;
Solution (arr);

return 0;
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INFORMATYKA SPECIALNOSCIA
M&tODYCH PoLAKOW

Niniejsza publikacja stanowi wyczerpujace Zrédlo informacji o zawodach
XIII Olimpiady Informatycznej, przeprowadzonych w roku szkolnym 2005/2006.
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